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第 一 章 ”形式 语言 及 其 模型 


— BABES 是 一 个 由 一 些 符 号 构成 的 集合 . REG 
号 分 为 三 组 (可 以 是 空 组 ), 分 别称 为 关系 符号 , BBS R (ME) 
常量 符号 .每 一 关系 符号 P 有 一 个 确定 的 元 数 x 之 1， 称 P 为 7 
元 关系 符号 ， 每 一 函数 符号 有 一 个 确定 的 元 数 m 之 1, RE H 
m 元 关系 符号 . 

RL 为 一 语言 。 为 了 定义 S 中 的 (一 阶 的 ) 合 式 公式 ,我 们 
BIA PAE BES: 


括号 (,)3 

(个 体 ) 变 量 00, vi Mwy cree (n ANBAR; 
连接 词 人 (与 ), 一 ( 非 ); 

量词 VY ( 对 一 切 ); 


以 及 一 个 2 元 关系 符号 三 (等 号 ). (我 们 约定 , 2 中 不 包含 这 些 
符号 .) 

SY 中 的 项 定义 如 下 : G) SRB. Gi) 常量 符号 是 项 . 
Gi)B 二 ,tm 是 项 ,而 下 是 一 个 w 元 函数 符号 , 则 Fae + tn) 
是 项 . 

SY 中 的 原子 公式 定义 如 下 ，(i) 若 44,4 BWW. Hak 
AFAR. Gi) 若 44,… ,zs 是 项 ,而 了 是 一 个 元 关系 符号 , 则 
P(4.…1s) 是 原子 公式 . 

SF 中 的 合式 公式 (或 称 公式 , 表达 式 ) 定 义 如 下 : (i) 原子 公 
式 是 合式 公式 ，(i) 若 ? 和 由 是 合式 公式 , 则 (p 入 由 和 (一 p) 是 
合式 公式 . Gi) 若是 合式 公式 而 zx 是 变量 ; 则 (Vp 是 合式 
公式 . 

以 上 是 Y 中 合式 公式 的 正式 定义 〈 它 是 形式 语言 中 的 精确 
概念 ) ,但 在 对 Y 中 合式 公式 进行 数学 讨论 时 , 为 了 方便 ,可 以 引 


ss jf e 


人 一 些 简 记 靶 .例如 可 以 省 略 一 些 括号 。 又 如 可 以 用 (gpV Jy)， 
(gy > ¢),( p>), (at) 9 分 别 代表 (下 pp 和 站 gp)YV 中 ， 
(p> b)A($ > 9), Vr) 79. 

对 于 SY 中 的 公式 gq、 可 以 按照 通常 方式 定义 其 中 变量 的 自 
由 出 现 及 约束 出 现 , 以 及 P 中 的 自由 变量 ,约束 变量 ， 不 含 自由 变 
量 的 公式 特 称 为 经 中 的 语句 . 

如 果 一 个 项 : 中 出 现 的 自由 变量 都 属于 集合 {x。,***,*+} (但 
Hoyt Xn 未 必 都 在 +t PHBL), Wt 也 可 记 作 z(xo*……xs)。 如 时 
一 个 公式 ?中 的 自由 变量 都 属于 集合 {xo、… re} MUP 也 可 记 作 
p(xo, +X) 

语言 Y OEREMIC EXMIG| +o. Hh, |e 1 为 集 
& Sf 的 基数 ，o 为 自然 数 集 的 基数 . (容易 看 出 , IV Ill REL 
中 合式 公式 的 个 数 ,也 是 中 语句 的 个 数 .) 

SHER. RISE 5 在 数学 中 的 解释 . 

设 4 是 一 个 非 空 集 合 。 如 果 对 于 GS 中 每 一 个 关系 符号 PGK 
为 7 元 的 ) 都 有 4 上 一 个 指定 的 关系 R( 也 是 二 元 的 ) 来 解释 它 ;对 
于 纪 中 每 一 个 涵 数 符号 〈《 设 为 m 元 的 ) 都 有 4 上 一 个 指定 的 
(人 全) 函数 G( 也 是 mw 元 的 ) 来 解释 它 ; 对 于 经 中 每 一 个 常量 符号 
<， 都 有 4 中 一 个 指定 的 元 素 a 来 解释 它 ; 这 样 就 构成 了 在 4 中 对 
TOTES ZY. (OS 可 以 看 作 是 由 中 符号 到 4 上 的 一 
HOOK AER APH TORS CER: 不 同 的 符号 可 以 有 
相同 的 解释 .) | 

U= (4,7) 可 以 看 作 一 种 数学 体系 ， 称 为 语言 YS 的 一 个 
WD MB). 4 称 为 & 的 论 域 。4 的 基数 |41 称 为 人 的 基数 
Mae. 《一 般 , 我 们 把 模型 UG, ©,---, WW, «+s: 的 论 域 分 


的 论 域 4 到 % 的 论 域 4 上 的 1-1 贞 射 了 适合 下 列 条 件 G), Gi), 
(ii), WER UAW 是 同 构 的 , 记 作 Ua Ww. 条 件 是 : 
(i) AY 中 每 一 元 关系 符号 P， 设 它 在 外 及 WW 中 的 解释 
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各 为 RR 及 R', 则 对 4 中 每 一 +» 元 给 ( 指 * 元 序列 ,序列 中 可 以 有 午 
复 的 元 ) Qin ”Cn ab A: Ra: ee, 真 当 且 只 当 R’ (f(a) ewe 
f(a,)) 真 . 

Gi) WS 中 每 一 ?w 元 函数 符号 FF, 设 它 在 名 及 中 的 解释 
各 为 G 及 G', 则 对 和 4 中 每 一 mw 元 组 a, ++, am 都 有 : f(G(ar*… 
am)) 一 G'(flai)+++flam)). 

Gi) 对 多 中 每 一 常量 符号 c, 设 它 在 站 及 对 中 的 解释 各 为 
4 及 a WA: f(a) =a’, 

如 上 的 f, 称 为 由 六 到 中 上 的 一 个 同 构 对 应 , 记 作 fA & WwW, 

如 果 对 上 述 的 了 去 掉 “1 - 1” 的 条 件 及 (i) 中 “ 当 且 ”二 字 ， 则 称 
f 为 由 到 上 的 一 个 同 态 对 应 .这 时 称 为 4A 的 一 个 同 态 象 . 

设 外 和 对 是 同一 语言 双 的 两 个 模型 。 如果 ACA 并 且 适 
& PWR CG), Gi), Gi), Wie UW 4 U 的 子 模型 , KU A W 
的 扩张 (模型 ) 记 作 SX. 条 件 是 ; 

G) 对 红 中 每 一 + 元 关系 符号 P， 设 它 在 六 及 站 中 的 解释 
A RR R', 则 对 4' 中 每 一 * 元 组 a1,"… ,ar BA; Ra Za) 
真 当 且 只 当 Ra---a.) 真 . 

Gi) Wo 中 每 一 加 元 函数 符号 下, 设 它 在 六 及 中 的 解释 
SAGER G', WA A’ 中 每 一 mr 元 组 a,-+° an MA: Gla: 
am) = Glar am). 

(ii) WS 中 每 一 常量 符号 ¢c REOEURW 中 的 解释 各 为 
eka, WA: ama, 

REBELS. RK AS HBR, RS ASH 
BX. 如果 中 4,4%7,) ES HRD, W474, 中 路 去 对 
Li\S (表示 集合 差 ) 中 符号 的 解释 后 ,可 得 一 个 对 于 经 的 解释 
JF, 我们 称 乡 的 模型 有 一 (4,.8) ALE & PHAN, the 
A 为 % 在 客 : 中 的 脱 胀 。《〈 注 意 区 分 模型 的 膨胀 与 模型 的 扩张 这 
ATA ARS.) 

KRUBBE 乡 的 模型 ,p(xo:…-x,) BY 中 的 公式 ,其 自由 
变量 都 在 sonst ,xs 中。 对 于 4 中 的 任 一 * 十 1 元 组 ag? ,4，， 


s 3 »， 


下 面 将 定义 e,… ,a EUDEE SES wp” 的 概念 。 由 于 技术 性 
的 原因 ， 我 们 将 暂时 把 记号 p(xo: xs) 理解 为 : 9 中 的 自由 变 
量 及 约束 变量 都 在 mm …,zr* 中 . 这 主要 是 为 了 在 命题 1.0 的 证 
明 中 比较 方便 。 在 给 出 了 该 命题 之 后 RIS pl: re) 
的 通常 理解 . 〈 即 : 只 要 求 ? 的 自由 变量 都 在 mm,… ,x。 中.) 

设 所 是 语言 SY WRB. WS 中 的 项 e(m---r,) RAH 
的 # 十 1 元 组 4a,… ,as， 我 们 妇 纳 地 定义 :在 oo,… ,es 外 的 
值 tL ay--+ag] 如 下 : 

G) At = 则 区 cas] 一 ci。 
Gi) 若是 一 常量 符号 cM 区 wa.… as 为 < 在 中 的 解释 
a, | 

(iii) Got = F(n---ty) OF EU HARA G, MW tLay--- 
an) = GCA Lao: as] tml aor eal). 

RUBBERS 的 模型 ,p(xo-…-x。) ES 中 的 公式 ,其 自由 
变量 及 约束 变量 都 在 zm,……,xs 中。 对 于 4 中 的 任 一 ”十 1 元 组 
6 …… 0 我们 归纳 地 定义 “aa 在 如 中 适合 p(xzo xn)” 
Gere UE play: ao]) 这 一 概念 如 下 : 

Ci) BPA 上 (xzo xs) 三 和 (xo…xza)， 则 QIFp[e on] 
当 且 只 当 tLao 6s] 一 局 [co sean). 

(ii) BPA Pa(xzo zio)… tn(xzo za)) 则 230Fopfeo -- 
an) 当 且 只 当 Rafa…a] .io [ea ao) 真 。 (其 中 R 为 P 
在 和 中 的 解释 .) 

(iii) BPH O,(x9° + +44) NO2(29°* ox), 则 ， AWE pl ao: an] 
当 且 只 当 ARAL ay - + ay] 并 且 UEO,[ a-++ ay)”, 

Gv) BPA N(2---4,), MW: AE plao---a,] 4ARY 
WEL aye ++ ae) 不 成 立 ， 

(v) BPA (Vx )bC--+e,), (i Sn), WM: AE —lae-+ay] 
当 且 内 当 对 每 一 a € 4 都 有 WE dla: arses san), 

命题 1.0 RUBRBES 的 模型 . 
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有 : UFo 当 且 只 当 8 上 Fc， 则 称 & 和 多 是 初等 等 价 的 ， 记 作 
A= 3, 

命题 1.1 KAS 是 语言 2 的 模型 , 

Gi) 如 果 A 对 8, 则 x=, 

(ii) 如 果 % 是 有 限 模型 〈 指 : 4 是 有 限 集 ), 并 且 U= 到 , 则 
Ux B, 

证 明 1. (i) 的 证 明 思 路 很 直接 +。( 详 述 时 , TRS 中 公式 
的 结构 作 归 纳 论 证 .) 

2. 现在 概述 Gi) 的 证 明 思 路 . 

2. 1， 当 se ARM. U8 各 只 有 有 限 多 个 关系 \ 函 数 及 解释 
常量 符号 的 元 素 ( 以 下 称 特 指 元 素 ). 这 时 可 以 用 比 中 一 个 语句 完 
整地 表达 外 的 元 素 个 数 , 诸 关系 表 , 运 算 表 及 特 指 元 素 ， 从 而 ,由 
A 三 3 易 见 ,有 UA 才 8, 

2.2。 当 纪 无 限时 ,由 MA 有限 及 三 SPH SARA 
的 论 域 4,B 元 数 相同 。 从 而 , 由 4 到 8B 上 只 有 有 限 多 个 不 同 的 
1-1 对 应 , 设 为 Coty °° Tee 

假若 条 3, 则 对 于 每 个 7.(0 三 1 志 +), 有 红 中 (至 少 ) 一 个 
符号 s; (不 论 为 何 种 符号 ) 使 所 ,8 中 对 于 2 的 相应 解释 在 下 不 
保持 。 令 Gr={n,--- 6} (EH), 并 令 1,8 Fo. PRIYA 
SAWS. HU= SAL AUA=B, Ninh 2.1. RARER 
UW 到 BS 的 同 构 对 应 op. pHHABIB EM 1-1 对 应 并 且 保 持 56， 

‘+55. tA e % to,%1,°°' tr. HOB. RHUxB, GEE) 

RS 为 一 语言 ， 现 在 ,给 出 关于 GS 中 某 些 公式 的 一 个 形式 
RAN. 可 以 证 明 ， 了 是 关于 S 中 恒 真 公式 的 形式 推演 系 
统 ,也 就 是 乡 中 的 一 阶 谓词 演算 . 

也 的 公理 分 为 三 组 : 

命题 公理 ”如 果 经 中 的 公式 9? 能 看 作 是 由 命题 演算 中 一 个 
恒 真 公式 经 过 把 命题 变 元 代 换 为 SAAMI, WEN 
的 一 个 命题 公理 . 

量词 公理 

二 和 人 


(i) POMPE (4 中 的 ) 公式 ,而 变量 x 不 在 P 中 自由 出 
AL (Vr) (p>) > (p> (Vr) hd) BUDA. 

Gi) 若 中 和 风 是 (S 中 的 ) 公式 , 而 是 经 过 用 项 : 自由 地 
代 换 变量 x 在 PF 中 的 每 一 自由 出 现 而 得 到 的 (“自由 地 ” 代 换 是 
指 : 对 每 一 个 这 样 引 人 由 中 的 :而 言 ，+ 中 每 一 变量 y 在 上 中 都 
是 自由 出 现 的 .) 则 (Vz)e 一 是 二 的 公理 . 

等 词 公理 ” 设 *, y 是 变 元 ,i(xo+……x。) BG elas) BR 
子 公式 ， 则 |: 


x 三 之; 
x Yager ts) (Xo eae tn)} 
+ Y > (plage Tixit Xs) > p(x: 9X41" Xa) 
是 互 的 公理 ， 
TT ATE a SA 


分 离 规 则 : 由 pp 和 9 一 由 推出 ¢, 

推广 规划 由 ?推出 (vx)g. | 

以 上 给 出 了 五 的 公理 及 推 注 规则 .然后 就 可 按照 通常 方式 引 
人 开 中 的 (形式 ) 定 理 ,( 形 式 ) 证 明 等 概念 . 

设 9 是 双 中 的 公式 ,以 上 9 表示: q 是 五 中 的 定理 (也 称 为 
ce 中 的 定理 ). 

RIBS 中 语句 构成 的 任 一 集合 ,9 是 绎 中 的 公式 ， 以 
SEPM: 由 及 I 的 公理 ， 用 五 的 推演 规则 ， 可 以 推出 9。 
(简称 由 可 推出 p.) 

由 经 中 语句 构成 的 任 一 集合 也 称 为 : 乡 中 的 一 个 理论 .如 
果 儿 中 每 一 公式 都 能 由 推出 , 则 称 理论 芭 是 不 和 谐 的 , 否则 称 
3 是 和 谐 的 。 如 果 理 论 了 是 和 谐 的 ,而 纪 中 任何 真 包括 2 的 理 
论 都 不 再 是 和 谐 的 , 则 称 了 是 极 大 和 谐 的 . 

命题 12 HSE 心中 的 理论 . 

(i) 是 和 谐 的 当 且 只 当 的 每 一 有 限 子 集 都 是 和 谐 的 ， 

Gi) 《演绎 定理 ) 设 o 为 ge 中 的 语句 ,7 为 oS 中 的 公式 , 则 ; 
ZUtcyF-zr 当 且 只 当 Zor, 


(ii) 设 o 为 sp PHBA, MW: 2U{o) 不 和 谐 当 且 只 当 3H-。 
“Ie, 

Gv) 若 王 是 极 大 和 谐 的 , 则 对 YS 中 任何 语句 ac， TMA: F 
六 cc 当 且 只 当 cr€SscAresd 当 朋 只 当 o€EZBH rEZ”; ToES 
当 且 只 当 c&2, 

证 明 ” 甚 易 , 略 去 . 

命题 上 3 (Lindenbaum EH) & 中 每 一 个 和 谐 的 理论 > 者 
能 扩张 为 一 个 极 大 和 谐 的 理论 . 

证 明 HS 中 全 部 语句 任 依 一 方式 排 为 良 序 集 〈 由 选择 公 
理 知 此 可 能 ) , 设 其 序 型 为 c: 


Pos PisPas"**s Past ttt? (8 <a), 
BIH 2 His , 作 一 系列 递增 的 各 谐 理论 : 
ZS Ph OP Py OS Py) 《6 <a), 
作法 如 下 : 
1. 令 2 一 2 


2. 对 任何 p < a, 设 对 一 切 序数 3 <8, 2, 都 已 有 定义 且 和 
if. 现在 据 此 定义 Zs. 
2.1. 4PARRRPRMY 十 1 时 . A 2,Ulpr} 和 谐 , 令 2 二 
ZrUftey>)3; 否 则 令 : Xe 一 27, 
2.2. 48 为 极限 序数 时 , 令 3p 一 UU xy. (Hi 2. 和 谐 及 其 


随 6 递增 易 知 ,2 和谐 ,) 
理论 系列 E60(8 <a) 的 归纳 定义 至 此 完成 . 
令 工 ~ U 3 现在 证 明 ,为 极 大 和 谐 理论 ， 


假若 了 不 各 谐 , 则 由 命题 1.2 知 ， 存 在 的 有 限 子 集 TT 不 和 
# ASU RT: 有限 及 诸 3 递增 可 知 , 存在 BB 二 a 使 
B<a 
225, Mit. AM, 52, HEMP. ROT MiB. 
假若 存在 SAAB RABATSAH TAA, WHE 
SPBAP CAMPS. 设 P 在 上 述 良 序 中 为 ps(5 <a). Wi 


3U(Lgpe 为 A 的 子 集 , 故 为 和 谐 。 从 而 由 2 知 , Ze = Tele}, 
从 而 gs ET, 与 上 述 的 P&T 矛盾 。 所 以 ,上 述 的 人 A 不 存在。 再 由 
ERM, TES 中 的 极 大 和 谐 理 论 ，( 证 毕 ) 


eg ° 


第 二 章 紧 致 性 定理 与 LST 定理 


设 工 是 语言 乡 中 的 一 个 理论 , C 是 经 中 的 一 集 常 量 符号 ， 如 
RCEA FARE, WCATE 儿 中 的 一 集 见 证 ,条 件 是 ， 对 
于 儿 中 每 个 只 含 1 个 自由 变量 x 的 公式 p(x)， 都 存在 CEC (ec 
与 p(*) 有 关 ) 能 使 TH(Ar)e() > ple), (Et lc) HE 
pCx) 中 将 每 个 自由 出 现 的 * 都 换 为 “所 得 的 语句 。) 

” 引 理 2.1 RATHER 图 中 的 和 谐 理论 ，C 是 纺 之 外 的 一 集 
新 常量 ,其 基数 1C1 一 ce & P= LUC MT HEP RAD 
中 的 和 谐 理 论 于 ,并 且 开 以 C 为 多 中 的 一 组 见证 . 

证 明 RIC] 一 1 一 a, 则 C 中 的 符号 可 以 按 序 型 a 排列 


如 下 : C 一 {coci cb } 一 tcs 二 wc}。 又 有 | 名 |= 
HAA, APRS 1 个 自由 变量 的 公式 个 数 也 是 a, 所 以 ,这 
些 公式 也 可 按 序 型 w 排列 如 下 : 

Pol Xo) Pile), +++, p(x), oor eee 3(§ <a), (1) 
现在 用 超 限 归 纳 法 定义 多 中 一 序列 理论 

了 一 To 二 TESTES 3(§ <a), (2) 


使 适合 下 列 二 条 件 : (i) 每 一 Ts 是 和 谐 的 。(ii) ET, 的 诸 语句 
中 ,所 出 现 的 C 中 符号 总 个 数 或 为 有 限 或 不 超过 的 基数 |81. 

1. 首先 ,在 C 中 任 取 一 个 不 在 (mm) PHA SIL do, 
& T, Ty U{ (x0) pol x0) Pol do) }. 

现在 证 T, 和 谐 : RT. 不 和 谐 ， 则 由 命题 .2， 有 To 一 
(Cato) pola) 一 po(do))， 从 而 ,由 命题 逻辑 可 得 Tob (Sx) p(x) 
及 To 六 一 po(do) . 任 取 一 个 由 T 推出 一 qo(4o) 的 证 明了 及 一 个 未 
在 此 证 明 中 出 现 过 的 变量 》。 把 也 中 一 切 wm 都 换 为 y, 易 见 即 得 
到 一 个 由 To 推出 “yo Cy) 的 证 了 明 (注意 dy 不 在 To 中 出 现 ). 所 
VA, 有 Tot-Tpely), Mit, To (VY) (Tply)), KAECVY) 

° 10 。 


(Tmiy)) > Tels), (量词 公理 ， 注 意 条 件 适合 )， Min, A 
TH pol #0) 及 Th-(W 49) Tol x9) ). 由 后 者 易 得 Tot 1( Axo) 
Polte). FUCK ERY Tot (3x0) polo) 知 ， To 不 和 谐 ,这 与 题 设 
vide 

ET, HPLC 中 的 符号 个 数 有 限 ,所 以 ,此 时 Gi) 也 成 立 ， 

2. 设 对 于 8(5 二 a) 以 前 的 诸 3(7 二 8) 已 定义 了 庄 工 , 能 使 
(i),(i) 成 立 ， 现在 定义 Te 如 下 : 

LIBS ARR C+. 由 归纳 假设 ， 在 7 的 诸 语 名 
中 ， 所 出 现 的 C 中 符号 总 个 数 或 为 有 限 或 不 超过 [te] <o (注意 
2 一 “而 c 为 基数 ). 所 以 ， 在 C 中 还 有 无 限 个 未 在 天 中 出 现 过 
的 符号 ， 任 取 其 中 一 个 也 不 在 OC) 中 出 现 的 符号 记 为 安 ， 令 
Ti = Teas) = TUL Se.) olay) > pr(dr)}， 仿 1. 可 证 TT 和 
Wa. MAUL, WI Gi) 也 成 立 ， 

2.2. 若 § 守 10 为 一 极限 序数 。 此 时 , 令 Ts 一 UT, BA 
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纳 假设 易 证 , Te MA. MAT, KIN Gi) 也 成 立 ， 
序列 (2) 的 超 限 归纳 定义 至 此 完成 ， 最后, 令 T= U Ts. 


<a 
则 工 是 工 的 扩张 理论 ,并 且 易 证 T Mik. 
设 ? 是 罗 中 一 个 只 合 工 个 自由 变量 的 公式 , 则 ?在 序列 (1) 
He, We ola) 人 天， 从 而 “十 1<a)， 则 由 2.1 知 ， 
((3xr)pr(zr) > @r(dg)) € TrsST,€C). 从 而 显然 有 TH 
(Ax. p(x.) 一 9r(dr)， 所 以 ,C 是 工 在 多 中 的 一 集 见证 . GE) 
引 理 2.2 设 工 是 语言 富 中 的 和 谐 理 论 ，C 是 了 在 史 中 的 一 
集 见 证 。 则 有 模型 ,并 且 有 这 样 的 模 丈 UU 的 每 个 元 素 都 是 对 
C 中 一 个 常量 符号 的 解释 . 
TA ”首先 ,由 命题 1.3, 我 们 可 以 把 T 扩 张 为 给 中 的 一 个 极 
大 和 谐 理 论 7,。 显 见 , C 也 是 Ti 在 多 中 的 一 集 见证 。 如 果 我 们 
能 证 明 7, 其 有 如 引 理 中 所 说 的 模型 UW, PAUP ABET IR 
型 。 所 以 ,我 们 只 须 对 于 绒 中 以 C 为 见证 的 极 大 和 谐 理 论 TK 


* [Il 。， 


出 合 于 引 理 要 求 的 模型 就行 了 。 由 于 这 一 点 , 以 下 不 妨 设 T 自 
身 已 经 是 极 大 和 谐 的 . 

我 们 由 极 大 和 谐 理 论 工 的 见证 集 C 出 发 ， 利 用 工 在 C 的 元 素 
间 定 义 一 个 等 价 关系 “~”， 并 据 此 把 C 的 元 素 分 为 等 价 类 ,这些 
等 价 类 组 成 一 个 集合 4, 我 们 将 在 4 的 基础 上 定义 所 需 的 模型 %。 
具 你 作法 如 下 : 

1. 对 于 C 中 任 二 符号 c,d, & 

c~d 当 且 只 当 (ce 三 4)6ET。 
利用 工 的 极 大 和 谐 性 可 以 证 明 , 对 任何 c,d,e € C:(i)c ~ 全 ce。(i) 
若 c~d, 则 4 生 c, Citi) Ge~dh d~e Ml cw~e. 

Ci) 可 以 如 下 证 明 : 设 * 为 任 一 变量 , WA be 三 x( 公 理 )， 
b- (Wx) Ce = x) GED) (V2)G@ = 1) ee = (AE) cS 
(SE). MMA Tre = c, 再 由 工 的 极 大 和 谐 性 ,有 ( 见 命题 1.2) 
c= c€T mu c~e, ; 

Gi) 可 以 如 下 证 明 : 设 +，y, z 为 任意 3 个 不 同 的 变量 ， 则 
有 : 下 x 三 yy 一 (x 于 x 于 x) (公理 ), 于 x 二 x* 一 (x 三 y》 
—>y = «)( hese), be] x( 公 理 )， 上 + 三 >》 二 x( 分 
离 )， 广 (Vx)tz 三 yy 一 》 王 x)( 推 广 ),， 上 (Vx)(x 王 y->y》 三 x) 
一 (c 三 yy 一》 三 c)( 公 理 )， 上 Fc 三 yy 三 c( 分 离 ); 再 由 此 念 
上 可 得 片 < 圭 4d 一 4d 三 c， 从 而 有 THEFc 二 4d 一 d 于 cc。 又 由 (ii) 
的 题 设 知 , c 三 4€ 7T, 所 以 Tree 三 d。 由 此 二 式 , 有 Tid 三 c， 
再 由 工 的 家 大 和 谐 狂 ,有 4 三 c 《7T, 即 2a~6 

(iii) 的 证 明 仿 上 ， 

由 《〈i) ,人 ii) ,十 ) 知 ,~ 是 C 上 的 等 价 关 系 。 对 每 一 cE C ,以 
cide BMS. HO A= lec € Ch, 

2. 现在 在 4 上 定义 与 ee 常量 及 函数 ,使 
4 成 为 这 的 一 个 模型 U, 

2.1. 对 于 多 中 任 一 二 元 关系 符号 P，、 在 4 上 定义 一 个 4 元 关 
FAROE: 对 任何 5 … ,csee ALS 

RCc +e.) (KILDA ARS PCc ce)c 了 。 
。 12° 


在 这 一 定义 中 ,通过 诸 等 价 类 Oiy nae 的 代表 元 Ci “SsCn 给 
出 Re cn) 是 否 成 立 的 条 件 。 为 了 保证 这 一 定义 的 合理 性 ， 
需要 证 明 ， Bir FARO AEP Cer “Sea ec 7 事实 上 与 代表 元 C1i9°""y 
Ce 的 取 法 无 关 。 也 就 是 说 ,如 果 d1,-…,d。 也 是 C1, +++ Oe 
组 代表 元 ,那么 
Pley--cn)ET 当 且 只 当 Pl(di*……d,)€ 工 , 

这 可 以 如 下 证 明 : 由 于 cod, 都 是 2 的 代表 元 ,可 知 ci ~ 41, 从 
而 csdeT,G 一 1 0)。 如 果 PCc cos)ceT， 由 此 及 诸 
2 宇 di &€ 了 ,利用 谓词 逻辑 及 T 的 极 大 和 谐 性 ,不 难 证 明 P(d…… 
@ET, 有 反之 ,也 可 类 似 证 明 . 

4 上 的 关系 R 就 用 来 作为 乡 中 符号 P 的 解释 . 

2.2. 对 于 纸 中 任 一 常量 符号 dd 未 必 在 C 中)， 如 下 找 一 个 
4 中 的 元 素来 解释 它 . 

仿 1. 可 证 fd 三 4， 再 由 谓词 届 辑 易 得 (3v)(4 wm)， 
又 因 C 是 工 的 见证 集 ， 所 以 , 存在 ce C, 使 Tr (S%)(d = 如) 
~d=cec, Kit, 有 Thése 及 4 三 cE€《T,C 中 适合 此 式 的 
c 未 必 唯 一 ,但 易 证 它们 所 属 的 等 价 类 < 是 唯一 的 , 就 用 2c(€ 4) 
作为 4 的 解释 ， 7 , 

特别 当 ze C 时 , 显 见 如 上 给 出 的 解释 是 4。 由 此 即 知 ，4 中 
每 一 元 素 < 都 是 C 中 一 个 常量 < 的 解释 ,所 以 , 引 理 的 后 一 个 结论 
已 成 立 . 

2.3. 对 于 多 中 任 一 阁 元 通 数 符号 R, 在 4 上 定义 一 个 刀 元 天 
数 如 下 。 

对 任何 ccn64， 先 取 它们 的 代表 元 Catt cm KA 
Wa. 1 2.2 可 知 , 存 在 CEC Fle em) SB CET, CHES 
此 式 的 < 未 必 唯 一 ,但 易 证 ,它们 所 属 的 等 价 类 < 是 唯一 的。 此 外 
也 易 证 ,如 果 diss adn 是 2 :5w 的 另 一 组 代表 元 ,那么 也 
有 F(d,::-¢,)=c€T, MU, 可 以 合理 地 定义 4 上 的 项 数 G 如 
下 : 

G(5 co) 一 5 当 且 只 当 Fler sccm) = ce T, 


4 上 的 冰 数 G 就 用 来 作为 下 上 的 解释 . 
由 2.1,2.2,2.3 就 得 到 一 个 & 的 模型 A, 
3. 现在 证 明 是 T 的 模型 。 步骤 是 对 于 Y 中 语句 9 HK 
的 复杂 性 ( 指 P 中 OLAS 的 总 个 数 ) 归 纳 证 明 : 
Mp 当 且 只 当 《了 (1) 
先 证 明 一 个 特殊 情况 : 
3.1. 对 于 色 中 每 一 个 不 含 变数 的 项 : 及 C 中 每 一 常量 “都 
有 
MWer=Hc BRB :上 三 < 和 了 。 (2) 
现在 对 于 : 的 结构 进行 归纳 . 
3.1.1. 当 * 为 常量 符号 4 时 (4 未 必 在 C 中 ). 
若 9%FZ 三 c。 由 2.2 知 ， 存 在 ECL dHate TL, HH 
d 在 外 中 的 解释 是 2。 又 < 在 % 中 的 解释 是 5， 故 由 Ud = 
c 知 , 2 一 2, 从而, cl ~ eon 三 c€《T， 由 此 及 d= cT 易 得 
dS2c€T, RY, 若 4 SHcETMH220, 4 在 中 的 解释 是 
2, 又 c 在 所 中 的 解释 也 是 2, 故 有 Ea =, 
3.4.2。 设 对 于 不 含 变数 的 项 1,…:，1m，(2) 已 证 明 . 当 + 
为 Fa ++ ,tm) 时 ， 
设 F 在 针 中 的 解释 为 G; 4,.…, im 在 外 中 的 解释 CA 2.2, 
2.3 为 基础 得 出 的 ) 各 为 5,……* ,5m。 由 于 后 者 又 名 为 cb …，cm 
的 解释 , 故 有 WE 三 c ,tm 三 cm, 再 由 归纳 假设 ,有 
cs"'*sinm cmE TT, (3) 
FUER (i, ++ tn) 三 c, 则 有 GCC1,+ ++ 56m) = 6, 23,8 
Fleiy*-+5¢m) = COT, BERD AB, Flus-++ stm) Bee T, 
RZ. Flay s+stn) = c€T, WAAR, Flay: ,cnm) = 
c€T, 再 由 2.3, 有 G(2 :co) =e, Mit, A SF， 
a) RC, 
3.2. 当 $ 为 4 三 4 形状 的 原子 语句 时 。 (RP ,i 部 是 不 
含 变 数 的 项 )。 
设 4,4 在 外 中 的 解释 各 为 41,0, (73.1.2, AUN = cas 
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H=a Nitb3lAa aHBHa,nBHaeT, 

UE, =4,N 4—4,\na= C2 eT, AURER,H 
So=2n€T, RZ. 4 三 4€7, 由 此 及 上 段 易 得 asa, 
Mi, = 561, 因此 ,有 Wea = a, 

3.3. 当 9 为 P(4,-++, te) 形状 的 原子 语句 时 . 

设 P 在 % 中 的 解释 为 Ria im 在 人 中 的 解释 各 为 cv …， 
Che 173.2, Bt HB ery ees te = ene T, 

A UEP(A,-++5/n) MW UA ROG,-++,ce) 成 立 ， 再 由 
2.1, 有 Plery:**scn ET, HU RER AS Plas: ET. 
Zs P(4,……,1s)€T, 则 由 上 段 , 易 得 Playas, ce) ET, FR 
2.1, 有 R(6,…… ,cs) 成 立 , 从 而 ,QI 六 PC ,1,)。 

3.4. 设 对 于 S 中 语句 qi 及 qi 已 有 (1) 成 六, 4PA TWH: RK 
PAG: BAR, 

由 归纳 假设 及 TT 的 极 大 和 谐 性 易 证 ,(1) 对 于 9 也 成 立 。 

3.5. 设 对 于 多 中 一 - 切 形 状 为 (ec)(w(x) AE, ¢ 通过 CC ) 的 
语句 都 已 有 (1) 成 立 , 当 9 为 (3x)g(x) 了 时 . 

车 Ep。 则 存在 COA 能 使 UE o(*)17), FAM, 也 有 
YE b(c), BHAA. A jp(c)€ T。 由 此 易 得 ,Ti(3x)w(x)， 
从 而 pet, 

反之 ， 若 PET。 由 于 C 是 IT 的 见证 集 ， 故 存在 cEC，, 使 
TH (Sar) 6G) > 6€¢) Mia Tro )Role)eT, BRIA 
假设 ,有 UR-o(c), HRA URed@)[cl1k SF 

由 3.2 至 3.5 即 知 , NS 中 每 一 语句 9 都 有 (1) 成 立 , 从 而 
即 知 , % 是 理论 工 的 模型 。( 证 毕 ) 

定理 2.3 (广义 完全 性 定理 ) 设 T 是 语言 乡 中 的 理论 , 则 了 7 
为 和 谐 的 充分 必要 条 件 是 T 有 模型 。 

证 明 ”充分 性 ， 若 工 有 模型 X%， 则 由 一 阶 逻辑 中 形式 推演 规 
WARE CBN; 由 % 上 的 真 语句 只 能 推出 % 上 的 真 语句 ) 易 知 ， 
7 是 和 谐 的 。 

必要 性 ; AT MIF, WHS) 2.1 可 知 ， 存 在 语言 Poe 及 
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FY pHi TOT ee T ae S 中 有 一 集 见 证 。( 并 且 可 使 1 安 | 
一 js2|。) 再 由 引 理 2.2 可 知 ， 工 有 模型 S, SUH SESH 
的 归 约 模型 , 则 易 见 , 是 工 的 模型 。 (证 毕 ) 

引 理 2.4 2 中 每 一 个 和 谐 理论 工 都 有 基数 不 超过 1 2| 的 模 
AY, 

证 明 在 上 定理 的 证 明 中 ， 当 利用 引 理 2.2 取 T 的 模型 名 
时 , 可 设 3 的 每 一 元 素 都 是 到 中 一 个 常量 的 解释 ， 从 而 ,7T 的 模 
型 9 适合 14| = 18B1 三 1 =e’ ll. GEE) 

定理 2.5( 紧 致 性 定理 ) 经 中 理论 了 7 有 模型 的 充分 必要 条 
件 是 工 的 每 一 有 限 子 集 都 有 模型 。 

证 明 条 件 的 必要 性 显然 。 现 在 证 明 充 分 性 : 设 工 的 每 一 有 
限 子 集 都 有 模型 , 则 由 定理 2.3 可 知 , 工 的 每 一 有 限 子 集 都 是 和 谐 
的 .。 由 此 易 知 ,了 工 自身 是 积 谐 的 。( 注 意 : 对 于 每 个 能 由 工 形式 地 
推出 的 语句 p， 在 由 了 工 出 发 推出 9? 的 任 一 过 程 中 都 只 用 到 了 中 有 
限 个 语句 ,) 再 由 定理 2.3 BI, TAR. GE) 

推论 2.6 设 T 为 语言 S 中 的 理论 。 如 果 对 任何 自然 数 ”， 
T 都 有 元 数 大 于 ”的 有 限 模型 , 则 了 有 无 跟 模 型 。 

证 明 + F=TU{e,:mée of FH, 9, ES 中 表达 下 列 
含意 的 一 个 语句 : “存在 m 个 不 同 的 元 素 ”. 则 由 题 设 可 知 , > 的 每 
一 有 限 子 集 都 有 模型 ,从 而 由 紧 致 性 定理 知 , 3 自身 有 模型 UU & 
见 纪 是 工 的 无 限 模 型 。 (本 推论 也 可 用 对 & 增加 常量 的 方法 证 
AA, 参看 推论 2.7 的 证 法 .)( 证 毕 ) 

例 1 由 推论 2.6 易 知 ， 对 任何 语言 SY, KEES 中 的 理 
论 T, 它 恰 以 一 切 有 限 群 为 模型 ; 不 存在 S 中 的 理论 T,, Gia 
以 一 切 有 限 环 为 模型 ;也 不 存在 VS 中 的 理论 7,, 它 恰 以 一 切 有 限 
域 为 模型 ;等 等 。 

推论 2.7 (Lowenheim-Skolem-Tarski 定理 ,简称 LST 定理 ) 
设 工 为 语言 S 中 的 理论 。 如 果 工 有 无 限 模型 %， 则 对 于 任何 基 
数 “过 | 到.7 都 有 基数 为 的 模型 . 

证 明 取 一 集 不 在 红 中 的 新 常量 {ce <a},e Gre 
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Uleg& <a}, 一 TUtmGce = c,) 7 oo}, 任 取 互 的 有 
PRPS 2 , 则 其 中 只 出 现 有 限 多 个 新 常量 cs, 从而 易 见 ， 可 以 把 
4 膨胀 为 的 模型 。 所 以 ,由 紧 致 性 定理 可 知 , 2 有 模型 BS, 并 且 
由 引 理 2.440, 可 设 8 的 基数 8 过 ll 一 a GER wx 过 | 22 用， 
另 一 方面 ,3 中 对 于 诸 常 量 cs 的 解释 ,已 经 是 a 个 不 同 的 元 素 , 所 
以 Bema, GEE) 

例 2 由 推论 2.7 易 知 ， 对 任何 语言 YS, KRESS 中 的 理 
论 了 , 它 恰 以 一 切 循 环 群 为 模型 。 

紧 致 性 定理 及 LST 定理 是 模型 论 中 的 基础 性 定理 、 有 着 十 
分 广泛 的 应 用 .。. 

例 3 周期 群 ( 指 ， 每 一 元 素 的 周期 都 有 限 的 群 ) 的 概念 不 能 
用 语言 YS —{+,0} 中 的 理论 刻 划 。( 即 ， 不 存在 S 中 的 理论 
7 , 它 恰 以 一 切 思 期 群 为 模型 。 此 处 ， 设 给 中 的 十 被 解释 为 群 中 
的 基本 运算 , 0 被 解释 为 单位 元 .) 

TA 假若 存在 S 上 的 理论 了 , 它 恰 以 一 切 周 期 群 为 模型 。 

令 Ci。，C3，C4 er 各 代表 元 数 为 2, 3,4,…… 的 有 限 循环 
群 。 作 它们 的 直 和 G 一 C; 人 多 C; 四 CC 四 。(G 的 每 个 元 素 
中 只 有 有 限 多 个 分 量 不 是 单位 元 .) 则 易 见 ，G 是 局 期 群 ， 所 以 
GET, HAWETPEBR ”,，G 中 都 有 周期 为 ”的 元 素 。 

令 2 一 EUflci(Cc 是 一 个 个 体 常量 ), 并 令 Tie TVUe 
#0,2¢ £0,3¢ ZO, eee }. (2e,3¢,°+2°° 各 代表 (e+ ce), 


AN, 7, 的 每 一 有 限 子 集 7。 都 能 被 G 的 一 个 适当 的 脱 账 
(G,a) 所 适合 (a 与 Te 有 关 )。 故 由 紧 致 性 定理 可 知 ,T: 有 模型 
(H,8)， 显 见 HET, 所 以 ,五 是 周期 群 . 但 又 易 见 ,， 8 是 日 中 一 个 
周期 无 限 的 元 素 ,这 与 局 期 群 的 定义 矛盾 。 GEE) 
| 例 4 令 vm{+, 0}, T= {7}U{(Vz)(37) (ny = 2): 
Ame) BAe eta 了 .其 中 7 是 缘 中 一 个 表达 “对 于 运算 十 构成 以 
0 为 零 元 的 可 换 群 ”的 语句 。(7 恰 以 一 切 “ 可 除 可 换 群 ”为 模型 ,) 
则 工 不 能 有 限 公理 化 .〈 即 : 不 存在 Y 中 的 有 限 语句 集 Te, CS 
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了 的 模型 完全 根 同 .) 

证 明 ”假若 存在 YS 中 的 有 限 语句 集 To, 它 与 T 的 模型 完全 
相同 , 则 显然 存在 @ 中 一 个 语句 o, 它 与 7 的 模型 完全 相同 。 由 
HAND, T= TU se} 没有 模型 。 从 而 ,由 紧 致 性 定理 知 , 存在 
7 的 有 限 子 集 N= TU, CRAB. (TT 是 工 的 有 眼 子 
集 .) 

WE TT 中 出 现 的 形状 为 《VYx)(37)(ny = x) MIB WHACK 
的 ”是 m。 任 取 素数 pom, 以 Cy 记 了 ?元 循环 群 。 由 ?为 素数 
易 知 : 对 任何 x6 C。 及 任何 小 于 Pp 的 正 整数 nx， 都 存在 VE Cp 
能 使 ny 一 *。 所 以 ,由 ?> 了 可 知 ,Cp 片 7 六。 再 由 T U4T0o} 没 
有 模型 可 知 ,CpFFo。 但 Cb 显然 不 是 可 除 群 。( 例 如 ， 任 取 Cb 中 
非 0 元 x, 则 Cp 中 不 存在 了 能 使 py 二 x。) 这 与 0 的 取 法 矛盾 . 
(证 毕 ) 

例 5 FY —={[4,0},7T = {rs UL(Vr) (4 = 0V ax #0): 
Lm DI Atk Ses }， 其 中 的 7 同上 例 。 (7 恰 以 一 切 无 扭 可 换 
群 为 模型 .) 则 工 不 能 有 限 公 理化 ， 

WA 仿 上 例 .( 仍 可 用 Cs 论证 .) 

RUBBA S PRM. 对 每 一 se 4(4 为 人 的 论 域 )， 取 
一 个 不 在 包 中 的 新 常量 符号 «, HS 到 4 一 2 Uleea€ A}, 
现在 ,把 每 个 新 符号 cs 就 用 4 去 解释， 则 可 以 把 站 脱 胖 为 ;4 的 
RAR, VEU, 或 (ML,a)sex。 令 Ps 为 SVzH-WME A, 中 成 立 的 
原子 语句 所 成 的 集合 ， Ny 为 到 4 中 一 切 在 UW, 中 成 立 的 “1( 原 
子 语句 ) 形 状 的 语句 所 成 的 集合 . RPAH (GD) 模型 全 的 正 
FAR. BK Ay = Pa UNg 为 A 的 图 象 . 

模型 的 正 图 象 是 代数 结构 的 运算 表 、 关 系 表 在 形式 语言 中 的 
”反映 和 推广 ， 起 着 类 似 的 作用 。 而 图 象 则 是 进一步 从 反面 补充 列 
出 那些 不 成 立 的 等 式 或 关系 ， 因 而 能 更 清楚 地 刻 划 一 个 模型 .由 
下 面 两 个 命题 可 以 看 出 这 种 作用 . 

命题 28 HU-FSES HEM, WARM MWWRASD 
(A: UAW SH—-TTRA)WHADVERHE: B AER Ik 
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为 Ay 的 模型 . 

证 明 MR UA fA RASH, MAM (3; 
fa )sea( 在 此 模型 中 ,对 每 个 a€ 4, 以 fa 解释 c,) 是 As 的 模型 。 反 
之 ,如 果 3 的 某 一 膨胀 (器 , gales (对 每 个 ze 4，ga 是 名 的 论 
域 B 中 用 以 解释 c 的 元 素 ) 是 Ay 的 模型 , 则 易 见 映射 8:4 3 a 一 
ga€ B 是 由 到 8 内 的 同 构 柑 和信. CEH) 

命题 29 设 4, 8 ES HRD, UA 能 同 态 地 映 人 SCR: 
站 同 态 于 3 的 一 个 子 模 型 ) 的 充分 必要 条 件 是 : BARBY Po 

证 明 仿 上 一 命题 ， 

例 6 任 一 非 空 集 4 上 的 任 一 偏 序 1 都 可 以 被 扩展 为 4 上 
的 一 个 全 序 委 :，( 扩展 "是 指 : 对 任何 «, oe 4， 若 nw， 则 
uy ) 

证 明 So = {<<}, A= (4,4) WUE S 的 模型 。 再 
令 Ham LH Ue:ae A}, Um {fo} UPyUle, Fcp:a, bE Aya 
~b}, RB, of—-PRA“SHSP' HED, Ps 是 (的 正 图 
R. 

现在 证 明 宇 和 谐 . 为 此 , 先 证 明 下 列 事实 : 

(F) 任 一 ”元 集 了 一 (六,，……, ys}(n 有 限 ) 上 任 一 篇 序 专 ， 
部 能 扩展 为 Y 上 的 一 个 全 序 <&。 

当 7 二 1 时 ,显然 (F) 成立 。 设 当 ” 一 有 & 时 (F) 已 成 立 , 由 此 
证 明 , 当 w 一 十 1 时 ,(F) 也 成 立 : RR +I TR Y 一 itn, 
"5 Yen} 上 给 出 了 一 个 偏 序 <;。 在 < 下 ， 易 见 Y 中 至 少 有 一 
个 级 大 元 ys。 使 对 任何 7y,(v 关 4) 都 没有 WY, MIL. CE 
可 事先 按 有 限 集 Y 的 元 数 归 纳 证 明 . ) 不 妨 设 ver 为 一 极 大 元 . 考 
BY 的 元 子 集 Y= 5…，y 以 及 由 二 ;在 Y 上 导出 的 侦 
序 委 ;由 归纳 假设 ,可 以 把 和 < 扩展 为 Y 上 的 全 序 志 %。 现 在 根 
据 委 4 定义 了 上 的 2 元 关系 委 , 如 下 : 在 Y- Le <a, 5< ce 
同 ; 此 外 , 令 每 Yi pas (i 1 ………， 4+ 1)。 易 见 委 , 是 Y 上 的 
全 序 , 并 且 PRT 委 :. 


任 取 5 的 一 个 有 限 子 集 2', 由 (F) BA, 2 和 谐 ,从 而 ,由 紧 
By HE te FES AI. 

征 取 5 的 一 个 模型 8 = (B,<'), NSBSER, 而 8 中 用 
以 解释 诸 cola & 4) 的 那些 元 素 组 成 吕 的 于 全 序 集 W = (1, 
<<')。 易 见 ， 可 以 依 自 然 方 式 建立 一 个 由 4 到 4 LH ARE <, 
的 1-1 对 应 。 根 据 这 个 1-1 对 应 及 % 的 全 序 <', RAE US 
出 一 个 全 序 Sa 它 扩 展 了 Si. 
— «AT 如 果 一 个 群 G 的 每 个 有 限 生成 的 子 群 昌都 是 可 序 的 . 
( 即 。 可 以 在 HH 上 定义 一 个 全 序 < 使 玉成 为 有 序 群 ,) 则 G 自 身 是 
可 序 的 ， 

WR 念 必 一 ,一 人 ,和 ,YU{ec:rE G}, 
aS; =o U{<}. | 

令 了 一 {7}UA, 其 中 7 是 5, 中 一 个 表达 “有 序 群 ”的 语句 ， 
和 是 (无 序 ) 群 E 的 图 象 。 则 了 是 多, 中 的 理论 。 — 

任 取 了 的 有 限 子 集 T HGRA, T 是 和 谐 的 。 故 由 紧 致 
性 定理 可 知 , 有 模型 K,， 

令 及 为 天: 在 2; 中 的 归 约 ， 则 K, 是 有 序 群 。 并 且 由 命题 
2.8 可 知 ,Ki 在 5 中 的 归 约 天 (无 序 群 ) 含 有 与 G 同 构 的 子 群 G". 
设 e 是 一 个 由 G 到 G 上 的 同 构 映 射 . 

HG 是 天 的 子 群 可 知 , 在 有 序 群 Kh, GC’ 也 构成 K, 的 有 序 
子 群 。 再 利用 (无 序 的 ) 群 同 构 映射 p 及 G' 上 的 全 序 , 即 可 在 G 上 
定义 一 个 全 序 ,使 G 成 为 有 序 群 。( 证 毕 ) © 


第 三 章 ”初等 子 模型 与 模型 完全 理论 


KRuU,S 是 语言 SC 的 模型 并 且 ACS, 当下 列 条 件 成 立时 ， 
RUA 3 的 初等 子 模 型 (8 称 为 的 初等 扩张 ), 记 作 U<XG (或 
Sri): HH 中 每 一 公式 (nm +xs) (其 自由 变量 都 在 x1,………， 
x, 中 ) 及 A 中 每 一 ?元 组 ai ,an 都 有 

UWela---a.] 当 且 只 当 BFE gpg[ar cs. 

例 1 令 Y={<},U 为 正 整 数 有 序 集 ， 吕 为 自然 数 有 序 
集 。 则 ACS BURR 8 的 初等 子 寞 型 。 因 : + (x) 为 (Vy) 
(xz 筷 7》), 则 对 于 1€ 4 有 AEoef1],8 BSKeqf1]. 

例 2 令 HY 一 {二}, 4 为 正 有 理 数 有 序 集 , 吕 为 有 理 数 有 
序 集 , 则 XSG%, 并 且 4 是 8 的 初等 子 模 型 。 因 ， 对 和 任何 正 整 数 7 
及 任何 at。，ase 4 ( 诸 4; 不论 同 异 ), 易 见 都 存在 由 六 到 上 
的 同 构 对 应 4, 能 使 er) =o (i= 1 2)。 从 而 易 见 ， 对 红 
中 每 一 公式 p(x xs) 都 有 :9IFFp[ea ao] 当 县 只 当 SE pla,, 
vee, a.) 

例 3 把 例 2 中 "有理数 "字样 均 换 为 “实数 ， 仍 有 同样 结论 
及 证 法 . 

命题 3.1 (i) 车 U<S, 则 UX=B, (ii) AKU, (iti) F 
ALB HH BXC, Mi] A<G, (iv) B UXC, SXC Hucs, WI 
A<B, 

证 明 EAM. : 

命题 3.2 RUS 是 语言 YS 的 模型 ,并 且 ACS, 则 A<S 
的 充分 必要 条 件 是 : 对 多 中 每 一 形状 为 〈3x)bxxr +x.) 的 公 
式 及 4 中 每 一 ?元 组 sa ,as 如 果 SE(Ar) bla: ys], 则 存 
fia € 4 使 FJiza zs]. 

证 明 1. 必 要 性 : 设 <XB, 并 且 a,---,an€ A, MR BSE 
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和 


《3axz)d[a an], 则 由 UXS 知 ,%F(3r)b[e zs]， 从 而 存在 
ae Aff Fa ea, 再 由 U<S, 即 有 SE d[ea,---a,]. 

2. 充分 性 : 以 下 按 GS 中 公式 ele re) 的 结构 证 明 , 对 任 
何 a,,-°°,a,€ A, | 

UtEpla---a,] 当 且 只 当 BEqla---ay). (1) 

当 p(x4…x。) 为 原子 公式 时 ,由 UCB 知 ,(1) 成 立 . 

当 P 为 VP 或 一 形状 时 ,由 归纳 假设 知 ,(1) 对 于 $,P 都 
BOW, 从 而 易 知 ,(1) 对 于 也 成 立 ， 

MPA (ax)d(xx… xse) 形状 时 。 ( 若 %FE9[e av]， 
则 存在 a€ 4, 使 UE plag---a,.). HAAR) Ho 
WPT SE plaa---a,y), 从 而 BE —lair+ an] (ii) 及 之 ， 若 
SFefo as]， 则 虫 题 设 条 件 知 ， 存 在 a€ 4 使 SE d[aa,--- 
an], 再 由 归纳 假设 知 ， UWeblaa---a,1, Mma AE=pla---a,], 

PA SY 中 每 一 公式 p(x ……xs) 都 有 (1) 成立， 从 而 
A<B. 《证 毕 ) 

设 A 是 语言 S 的 模型 . 令 到 一 到 WUlcoseed4i，a4 一 
(Uyaer. & Ths) 为 Ga 中 一 切 在 %4 中 成 立 的 语句 所 成 的 
集合 。 称 Th(%4) 为 (2 的 ) 模 型 六 的 初等 图 象 ， 

命题 3.3 设 A, 3 是 语言 S 的 模型 ， r, USAR. 
(i) UAW S 的 一 个 初等 子 模型 的 充分 必要 条 件 是 ， 吕 能 膨胀 
Ar, ORE, Gi) 如 果 ACS Mh UXS 当 且 只 当 ( 在 Si) 
(S,a)eaET a MAR 14 CHE SF 4 rH) Ca, 4 )oe4 = (3%, 4 )oe4。 

证 明 EAM. | 

定理 3.4 (加 强 的 上 升 LST CH) RUBBES S 的 无 限 
模型 ,其 基数 a 之 1 S1， 则 对 于 和 任何 基数 8 So, 都 存在 基数 为 
8 的 模型 3, 使 UK. 

证 明 令 Ti 为 A 的 初等 图 象 , 则 4 是 Fa 的 无 限 模 型 。 TT 
是 2 4 中 的 理论 ,并 且 由 o> IVS IZRIS4| =o, BH PSo 
及 LST 定理 即 知 ,T4 有 基数 为 8 的 模型 B 一 (GB, fades. Har 
题 3.3 (i) A, UWP 3, 的 一 个 初等 子 模型 。 由 此 即 知 ， 存 
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Bx, 能 使 UKXS. BRB) 一 6. GE) 

定理 3.5 (加 强 的 下 降 LST 定理 ) 设 % 是 语言 乡 的 无 限 
模型 、 其 基数 a 适合 oS sp> |. 则 % 具有 基数 为 8 的 初等 
TRE. 并 且 ， 对 于 4 的 任何 基数 不 超过 8 的 子 集 XU 都 具有 
基数 为 的 初等 子 模型 四 使 XCB. | 

证 明 不 妨 设 X 的 基数 等 于 8. CA: 否则 可 任 取 X XS 
XCA BX’) 一 8B, 以 X 作为 新 的 X 来 讨论 即 可 .) 对 于 中 每 
一 公式 plex: +x.) 及 XX 中 每 一 ?元 组 ay, a, 之 适合 UE 
(3x)pl a '…a,] 者 ,任意 取 定 一 个 元 5€ 4, 使 适合 pLbaq*…… 
az]。 把 这 些 5 都 加 入 XxX 中, 得 4 的 子 集 XR. HixXl— Rie’ ll 
<8 FA, 1X | = pb. 再 由 Xi 出 发 仿 上 进行 ,得 X25 Ny | X2| 
一 6， 如 此 继续 ， 可 得 4 的 子 集 链 


站 (n<w), 


& B= |) X,, 则 易 知 | B81 一 8. 


现在 证 明 , B 对 于 外 中 的 函数 及 常量 封闭 . 

设 F 是 经 中 任 一 + 元 函数 符号 ，G 是 站 中 解释 F 的 4 元 也 
数 。 任 取 a1,…,a,€ B, 则 由 B 的 定义 知 ,存在 mm 二 “使 1,……， 
4arE Xm， 令 5 一 Gla…as)。 BERL 中 公式 (3x)(x = F 
(za))( 记 作 (3ax)p(zxrz xz))) 则 显 见 ,有 SF(3ax)p[a 
zu] ,并且 由 % 中 函数 值 的 唯一 性 可 知 ，5 是 4 中 唯一 适合 UE— 
[ba as] 的 元 所 以 ,由 Xm+i 定义 可 知 ,bE Xp SB, 

仿 上 可 证 ,A 中 对 常量 符号 的 解释 也 都 在 了 中. 

所 以 ，8 构成 % 的 子 模型 B8， 再 由 B 及 诸 X; 的 定义 及 命题 
3.2 可 知 ,B34. (证 毕 ) 

EUS 是 语言 的 模型 。 如 果 对 经 中 每 一 语句 9 都 有 : 
Yep 当 且 只 当 男 Fp， 则 称 AS 为 初等 等 价 的 , 记 作 A= B, 

ARTES 中 的 理论 .如 果 对 于 了 的 任何 模型 YU, 6 都 有 
a = 38, 则 称 了 为 完全 理论 . 

例 4 BURG 的 模型 令 Y= Lp: 为 给 中 语 名 并且 
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=p}, WALT RES Bil RA 揽 的 完全 理论 , 记 作 Th(%). 
设 T 是 乡 中 的 理论 。 当 工 适合 下 列 条 件 时 ， 称 为 模型 完全 
的 : 对 了 的 任何 模型 UB. A ACB, 则 UA<%. 
命题 36 对 于 和 中 任 一 理论 7 ,下 列 诸 条 件 等 价 : 
(i) 工 是 模型 完全 的 ， 
Gi) 对 了 的 每 一 模型 AY, 中 的 理论 TUA, 是 完全 的 . 
其 中 Ay 是 % 的 图 象 . 
Gi) 若 A,B 都 是 工 的 模型 ， 并 且 ACB, NS. 中 每 个 在 
好 4 中 成 立 的 存在 语句 都 在 M4 中 成 立 ， 
(iv) THESE p ,都 存在 一 个 S 中 的 全 称 公式 
少 ( 与 9 具有 相同 的 自由 变量 ) 适 合 了 请? 一 > 消 . 
证 明 Ol. HG) iE Gi), 任 取 T 的 一 个 模型 A. FUERA: 
TUA, 与 ThQ,) HRB SH. (1) 
AE BY TUA, 的 模型 B= (B, a \aeds 由 BF Ay 可 知 ， 
A 一 {a :a A} 构成 3 的 一 个 与 A 同 构 的 子 模型 % ,并 且 Ade 
一 《4 是 一 同 构 对 应 。 由 此 可 知 ,( ,a )se4d 宕 (ba Jaca, Mi 
(A ,a )ocaFEThCA, ). (2) 
又 有 W, SET, BG) WA, WK<S, Mh, AUVs = 
(B,a')eca = B31, 再 由 (2) 即 有 BETHCA,). 所 以 ,TUAs 的 模型 
ab Th(U,) 的 模型 . 
反之 , Th(%4) 的 模型 显然 都 是 TUAWSTHW,)) 的 模型 。 
所 以 (1) 成 立 . 
RPA 4 中 任 一 语句 。 由 (1) 易 知 ，TUAs 帮 Pp 当 且 内 当 
ThOWDEe. Mine TUAy HELE. 
2. Gi) WE Gi). 设 U, SET 并 且 ACG, MI As, SB, 都 
是 TUAx 的 模型 。 再 由 Gi) 可 知 ,%4 = B., Wim Gia, 
3. 由 (ia) 证 (iv)。 ERY 中 一 个 存在 公式 9 yw)， 不 
仿 设 9 与 了 和 谐 . (否则 ， 易 见 有 TEE(Vy Vn) IVP eds 
这 时 , 任 取 &’ 中 一 个 恒 假 的 全 称 公 式 (7 yw), 即 有 了 F 户 p< 一 
be Lo= SH Ulery cs, 则 易 知 
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TU {ples ++ca)} 和 谐 . (3) 

STA SL’ 中 一 切 适 合 TEE Carsten) > 7 Cer end HE 
称 语句 Y(c……c) 所 成 的 集合 。 则 由 (3) 可 知 ，T UT 和谐 .下 
面 将 证 明 

YUTEo(Cc cc). (4) 

任 取 工 UT 的 一 个 模型 OW = CUA dn) TES Aw WW 

的 图 象 。 现在 先 证 明 
TUekc cs)}UAs， MB, (5) 

任 取 Ag 中 有 限 个 语句 , 作 它 们 的 合 取 语 铅 8(co Cag cm 
Ca), WH WEO Carer ci cn) [oem。 从 而 ， 全 称 语句 
B= (Ways ag) TOC emer ee) EW 中 假 ,所 以 ET. 
由 了 工 的 定义 可 知 ,存在 TULpla:: sen) RRR 9', 在 其 中 5 假 , 
因而 ,存在 di, ies “an € D', 使 D'Or- " "Xml ° “cn) [qi- ‘duals 
由 此 可 知 ,9' 能 膨胀 为 OC cos Cones ce) 的 模型 ， 从 而 ，TU 
tp(c ce)}U{oCc cmd cs)} 和 谐 ， 故 由 紧 致 性 定理 可 
知 ,(5) 成 立 . 

任 取 TU {ples es)) UAy' 的 一 个 模型 B, 一 《时 ,ao )ced， 
由 FA 可 知 ,{a*:a € 4} 构 成 83' 的 一 个 与 同 构 的 子 模型 ， 
不 妨 就 把 它 等 同 于 ,于 是 有 Woe’, 又 因 W,S 都 是 工 的 模 
AY, EH Git) BY, BL 所 适合 的 (到 中 的 ) 存 在 语句 p(c… ec) 
也 被 Yi 适合 ,从 而 :有 Weel: en). 

PE UW 的 任意 性 , 即 得 (4)， 

由 (4) 可 知 ,T 中 存在 有 限 个 语句 niles en), Teles? 
cs)， 能 使 TE Crile: eco) 入 人 7ACc cn)) 一 pc ca)， 
再 由 T 的 定义 ,可 得 

Tc sca) Are AraC en) ple ses). (6) 

把 诸 7i(ea--c,) 中 的 全 称 量 词 都 等 价 地 移 到 合 取 式 的 前 
面 ,并 把 a,.…,c。 分 别 换 为 自由 变量 1° ++ (必要 时 先 改变 
诸 7 中 的 约束 变量 ) ,就 可 得 到 一 个 吧 中 的 全 称 公式 On: +0), 
并 且 由 (6) 可 知 , 它 与 olny.) 在 工 之 下 等 价 。 
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4. 由 (iv) 证 (i)， 利 用 Civ) 不 难 归 纳 证 朋 : S 中 每 一 公式 都 
B—-ASRARET FSH. CER) 

UBET HH UCB MIE A<B, 

FER 中 一 公式 pla orn) 及 aces, 6A, HCA, 
存在 经 中 全 称 公 式 g(x ste), ero), DHS Pe 在 
TRS or. | 

4.1. 若 Sela: va] 则 SE bla---4.), FH’ VERE 
Ak UCB, 有 WEdla:--2,), Min, A UWEepla---and, 

4.2.4 SHoela---a.), 则 SE gla:--4.), HLA UT 
Plar-an), Mii UHepla:--aa), 

由 4.1,4.2 BNA, A<B, 《证 毕 ) 

推论 3.7 车工 的 模型 均 为 无 限 , 并 且 o lio ll, WEA 
条 件 等 价 : 

G) 了 是 模型 完全 的 . 

Gi.) 对 了 的 每 一 基数 为 o 的 模型 ,了 ZUAs 是 完全 的 . 

(iiio) AUB 都 是 工 的 基数 为 c 的 模型 ,并 且 UCB, MH, 
中 每 个 在 34 中 成 立 的 存在 语句 都 在 %4 PRY. 

证 明 1. 设 (成 立 , 则 由 命题 3.6 知 ,(ii) 成 立 , 从 而 Gi.) 成 
VW. 

2. 设 (iis) 成 立 , 仿照 命题 3.6 中 由 (ii) HE Gilt) 的 证 法 可 知 ， 
(iio) 成 立 。 

3. 设 (iiio) 成 立 。 现 在 由 此 证 明 命题 3.6 中 的 (iv) 成 六， 从 而 
(i) RAZ. 为 此 ,只 须 把 命题 3.6 A Gti) HE Civ) 的 证 明 作 如 下 改 
动 即 可 : 

把 “ 任 取 TUT 的 一 个 模型 MA” 改 为 :“ 任 取 TUT 的 一 个 基 
数 为 oA”, (此 为 可 能 , 因 已 知 TUT 和 谐 ， 故 由 本 推论 题 
设 知 , TU 有 无 限 模型 .又 由 之 1S| 知 ， 对 此 时 的 语言 红 
=f Ufa cba o > ||’, LST 定理 即 知 , TUT 
有 基数 为 c 的 模型 .) 

把 “ 任 取 TUte(c ch) UAa 的 一 个 模型 BPA, “EE 
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取 TUle(c……c)UAw 的 一 个 基数 为 < 的 模型 BL", CA 
W 基数 为 g, 所 以 ， 对 此 时 的 语言 Sam S'la Ab, 
a 之 dd, 故 仿 上 可 知 ,4 FE.) 

把 “ 故 由 WU 的 任意 性 即 得 (4)” 改 为 “假若 (4) Arar, We 
TUPU ec cs 外 和 谐 ， 故 仿 上 知 它 应 有 基数 为 6 IE, 
但 并 为 TUT 的 任 一 个 基数 为 a 的 模型 且 上 而 已 证 有 肯 a 
(c.*……crs)。 此 为 矛盾 ”.。 (证 毕 ) 

命题 3.8 设 工 是 一 个 模型 完全 的 理论 . 

(i) 若 工 的 任何 两 个 模型 都 能 共同 〈 同 构 地 ) 嵌 入 工 的 一 个 异 
Ach WT ESS. 

Gi) 车 工 有 一 个 模型 A, 它 能 ( 疝 构 地 ) 忽 入 工 的 每 一 模型 中 ， 
则 工 是 完全 的 . 

证 明 1. 证 (i): ART HATE BC, PRUE S = ©, 
从 而 即 知 , 工 是 完全 的 . 

由 (i) 的 题 设 知 ， 存 在 T 的 模型 9 及 9 的 子 模型 B, ©, ff 
3 BGSD,C oC CD. 从 而 ,8B,， © 也 是 工 的 模型 .又 因 了 是 模 
型 完全 的 ,所 以 % <9,C <9, 从 而 ,有 S=B=D=C6,=C, 

2. 证 (it): 任 取 了 的 两 个 模型 ,CE， 由 (i) 的 题 设 知 , 存在 3 
的 子 模型 % 及 E 的 子 模型 WS ASW, Mihi, WW th 
是 工 的 模型 ， 再 由 了 工 的 模型 完全 性 可 知 ,2 < 罗 ,%0<E， 从 而 ， 有 
S=%=%=C¢, GE) | 

命题 3.9 (Eof-Vaught 判断 法 ) MR S&S 中 的 和 谐 理论 了 只 
有 无 限 模型 ， 并 且 工 对 于 某 一 无 限 基数 oS |All EB -范畴 的 
( 即 ， 工 的 任何 两 个 基数 为 & 的 模型 都 是 同 构 的 )， 则 工 是 完全 理 

证 明 RATARe, WEES 中 语句 go, 使 Tq 日 
TH 9, Mit,.T: = TUiTMe} 及 TT; 一 TU{qg} 都 和 谐 。 并且 由 
题 设 可 知 , T1,7， 都 有 无 限 模 型 。 又 因 eSllo il, KH LST 定 
FEA, 71, 73 各 有 基数 为 a 的 模型 1, We, Mit, UE Ip, WE», 
所 以 WU, 举 A, 但 MW, AET 的 模型 ， 这 与 工 的 o~ HU BE HE 
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JB. GE) | 

定理 3.10 (Lindstrim) 设 T 是 可 数 语 言 S 中 的 和 和谐 理论 ， 
具有 下 列 诸 性 质 : 

Gi) 工 的 模型 都 是 无 限 的 . 

Gi) T 的 任何 (上 升 的 ) 模 型 链 的 并 仍 是 了 的 模型 。 

Git) -7 对 某 一 无 限 基 数 m 是 mm- 范 畴 的 . 

则 工 是 模型 完全 的 . 

证 明 为 了 叙述 方便 , 引进 两 个 术语 : FU, 都 是 T 的 模 
型 ,并 且 USS MBHAUH-PT-TR. 设 拉 是 工 的 模型 ， 如 
果 对 于 人 的 每 一 个 T- 扩 张罗 ,一 切 在 34 中 成 立 的 存在 语句 也 都 
在 Us 中 成 立 ， 则 称 % 为 代数 闭 的 . 

现在 用 Ci), (WEB: 对 于 每 一 无 限 基 数 a, 7 家 具有 基数 为 
0 的 代数 闭 模型 . 

为 此 , 先 任 取 了 的 一 个 基数 为 “ 的 模型 %g. (由 经 可 数 及 (i) 
及 LST 定理 知 ,A EEE Sal] 一 a, 故 易 见 ,可 将 Sa 中 一 
切 存 在 语句 排列 为 一 良 序 集 {qe:8 二 al. 

现在 构 作 了 的 一 系列 基数 为 5 的 模型 

p) lem) ey (8 <a), (1) 

令 Wk 一 有。 设 对 一 切 二 6 <a, UME BEX, 

1. 当 8 为 后 继 序 数 7 十 1 时 。 若 不 存在 %b 的 了 -扩张 男 使 
pr 在 34 中 成 立 , 则 令 3p 一 %r。 若 存在 %r 的 了 T- 扩 张罗， 使 pz 
在 34 中 成 立 , 则 由 LST 定理 易 知 ,也 存在 基数 为 “ 的 这 样 的 3,， 
(A: £44, & 天 一 TUAdwUteor， 则 BET’ (注意 
4S4r), 所 以 ,由 LST 定理 可 知 ，7' 有 基数 为 上 4,l| 一 的 模 
型 Bi, 设 续 在 经 中 的 归 约 为 加 , 则 BET 并 且 UW, AMA 
3 中 ,不 妨 即 视 为 ~CB, MAB BWM T-T RK, HED, 
Pr 在 Bi 4 中 成 立 .) 这 时 ， 任意 取 定 一 个 基数 为 a 的 这 样 的 B, + 
Uy 一 Bi. | | | 

2. 当 8 为 极限 序数 时 . 令 y= LU 3，( 由 8 < “及 诸 %k 基 


《< 有 


» 28 « 


煞 为 & DU, 基数 为 c。 并 且 由 (ii) 知 ，2teFT。) 
这 样 ,我 们 得 到 工 的 模型 链 (1), 显 见 它 适合 ， 对 每 个 P<, 
若 存 在 Ms 的 TT- 扩张 6, 使 ps EC, HARI, 则 gg 在 Users 中 成 
Ave 
BS w= LU ap， 则 UCw, 并 且 虹 是 工 的 基数 为 < 的 模 


B<a 

型 。 易 见 它 适 合 : 对 多 4 中 每 一 存在 语句 p, 如 果 存 在 % 的 三 

FD, 使 在 D4 中 成 立 , 则 9 在 4 中 成 立 . (但 由 于 的 论 

域 4' 一 般 要 比 4 扩 大 了 ,所 以 中 还 不 一 定 是 代数 闭 的 .) 

BHEEULHUEU DDE, HUW, HWW, --- 

ee ee a) 
A= WCW S--- GU" eee eee (m < w). 

Bat: 对 儿 如 中 每 一 存在 语句 pg， 如 果 存 在 %”” 的 了 -扩张 

D, PE Dm 中 成 立 , 则 PP 在 23% 中 成 立 . 


再 令 w= U wx, W | BR, WU 是 工 的 基数 为 < 的 代数 闭 模 


型 ， 

由 以 上 及 (证 ) 可知 ,对 于 无 限 基数 mw 而 言 , 了 的 每 一 基数 为 w 
的 模型 都 是 代数 闭 的 .。 由 此 易 见 , 推论 3.7 中 的 Giiis,) 成 立 ， 从 而 
I 是 模型 完全 的 . GE) 

下 面 是 完全 理论 的 例 ， 

例 5 令 2 = {<},4T 为 无 端点 稠密 有 序 集 的 理论 ， 则 了 
只 有 无 限 模型 ,并 且 易 证 , 工 是 oN. ee a 
完全 的 . 

例 6 令 2 玫 一 1nU， 0,1, 令 了 为 无 原子 布尔 代数 的 理 
论 , 则 工 只 有 无 限 模 型 ,并 且 由 代数 可 知 , 工 是 o- 范 里 的 ， 故 由 命 
题 3.9 知 , 工 是 完全 的 . 

例 7 令 G={+,°,0, DU, STARTER 0 RAE P) 
的 代数 闭 域 理论 . WMT 只 有 无 限 模型 ,并 且 由 代数 可 知 , TE or 
范畴 的 ， 故 由 命题 3.9 知 , THRESH. 
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理 可 知 , 存 在 7 的 有 限 子 集 5 使 Sq 

由 于 24FFTUAu, 并 且 4 是 无 限 集 ， 易 见 Ay 可 以 膨胀 为 8 
的 模型 (2 ,0c)， 从 而 有 (la)FFp，、 又 因 员 为 &, Disa, YH 
WAR, 

2. 一 般 情 况 . 设 24Fp, 则 存在 d1,，… ,4d,《 BE 

BE rrr co ) di: -qd,], (1) 

2.1.4 d+, dn《€ 4， 则 由 由 中 无 量词 及 (1) 可 知 ，As 瞩 由 
(xi xzoco Co Midis da] Mime Wee. 

2.2.46 d1,°°-,d, KEE AH, SOHUHPM UAld,---, 
d,s) 在 各 中 的 代数 闭 包 、， 由 域 论 知 ,3 在 上 的 超越 度 ln, & 
存在 一 系列 代数 闭 域 A 一 WA'C--- Cw 一 9, 使 每 个 Wee 
UW 上 超越 度 为 1(i 一 0,…,i 一 1), 

由 di,-…:， dr€ A' =D RIDA A+ HEE), Wee 
(xz rnca ceca dies dal JAMA 

WE, (2) 

9 可 看 作 Gyo 上 的 公式 , 故 由 (2) 有 Woke, 再 由 1. 可 

知 ,有 33FEp。 由 此 及 中 实 为 4 上 公式 , 即 易 见 有 
wee, (3) 

仿照 由 (2) 到 (3) 的 论证 ， 又 陆续 可 得 357 户 p， ， 报 后 
BN %y 片 p. GEE) 

推论 3.12 特征 数 0( 或 ?) 的 代数 闭 域 理论 是 模型 完全 的 . 

证 明 仿 上 . 

定理 3.13 (Hilbert 零点 定理 ) AC 为 复数 域 , P= Clin, 
os xn 为 C 上 ?= 个 不 相关 不 定 元 x1，…… oe, 的 多 项 式 环 ,名 …， 
pxe P。 则 下 列 三 条 件 等 价 : 

a Ci) ,Pk FECHA. 

(ii) 存在 8 …… 7B P 使 Pb 十 … + 2,7, = 1, 

Gii) P,P 在 C 的 每 一 扩 域 中 无 公共 解 . 

证 明 1. AGi) maw, WAG) Mz. 

2. 设 (成 立 , 证 (证) 成 立 : RA Pin- ++, Py 在 C 的 某 -- 扩 域 
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kK 中 有 公共 解 , 则 它们 也 在 K 的 代数 闭 包 KK 中 有 公共 解 ， 所 以 
KF (ay + yn) (Py) = ON AP C19 Yn) = 0), 

( 简 记 右 端 为 p). 但 COOK, HARRAB RHA Ey 及 代数 
闲 域 理论 的 模型 完全 性 可 知 , CRp, 《这 是 因为 : 诸 户 (r ++ ee) 
系数 都 在 C 中 ,所 以 9 可 以 记 为 g(co*……eca), 其 中 ,a€ C， 
而 plas) YY = {4+,-, 0,1} 中 含 自由 变 元 px 的 
公式 ， 人 了 从而、Ki 上 三 pp 可 以 改 记 为 KG tt)[m*'*om]， 表 由 
C<K, 得 CEep(ay---a)[a---a), BN CR, x5 GFE. 

3. 设 (ii) 成 立 , 证 4i) 成 立 : 以 工 记 P,…… ,Pr 在 P 中 生成 的 
理想 . (1 = {fp “ee frpr:fis = “fire P} . ) 假 若 (ii) 不 成 立 ， 
MW 1 的 1。 所 以 了 是 P 的 真理 想 ， 从 而 ,了 被 包 合 在 P 的 一 个 极 大 
真理 想 M 中 。 令 天 为 镜 余 类 环 P/M , 则 KK 为 一 域 , 且 易 见 CCK, 
SRK PACK a = [x;]( 指 x 所 在 的 剩余 类 )(i 一 1,---,0), 
易 见 有 Pi(ai,………,an) = [Pi(xi……… x)], (一 1 )。 但 由 
Pixs ,Xn) ETICM WM, PiCa, +++, 2n)) 一 [0](K 的 零 元 ). 所 
以 ,(ca ao) 是 Payee Pe 在 K 中 的 一 组 公共 解 。 此 与 (证) 巴 
je. (证 毕 ) 

= 若 把 复数 域 C 换 为 任 一 代数 闭 域 F( 特 征 数 任意 )， 仍 有 
相应 的 零点 定理 成 立 , 证 法 同上 . 

定理 3.14 SF SY —{+,°,<,0,1}, SRARMAR RY 
理论 。 则 RR 是 模型 完全 的 . 

为 证 明 本 定理 , 先 证 明 一 个 引 理 . 

引 理 3.15 设 F 为 一 实 闭 有 序 域 ，F(86) 是 的 超越 有 序 扩 
域 。 则 F(8) 中 的 顺序 可 以 由 FF 的 子 集 9% 一 (2:06 F A FQ) 
中 a 二 PB}( 或 由 子 集 S 一 {a:a€ F 且 在 F(8) 中 8 二 4)) 唯 一 
决定 。 

证 明 ERY 7, GE F(8), er =7—5, Wir<é¢ SARS 
rz 委 0。 所 以 只 需 证 明 :, 任 一 +€ F(8) 的 正 、 负 情况 能 由 5, 唯一 次 
定 。z 可 以 表示 为 


» 32 。 


ra BR + ay _sBR* oes + ata _ . f(b) 
8 十 ai 一 十 十 68 十 (8) 
形状 ,其 中 《,! 宇 0;a Bik ware F, 

HF FSR, He 是 F 上 的 超越 元 ， 故 知 pb 的 多 项 式 
1(8)，g(6) 都 可 表示 为 F 上 首 系数 为 1 的 1 次 因子 及 不 可 约 2 次 
因子 的 乘积 .但 F 上 每 一 个 首 系 数 为 1 的 不 可 约 2 次 多 项 式 ， 易 
见 可 表示 为 (8 一 c》》 十 形状 (cdae F)， 显 见 它 在 F(8) 中 取 
正 值 (注意 6 关 c)。 所 以 ,7 的 正 负 情况 实际 由 < 的 正 负 情况 以 
及 1(8B),，g(8) 中 诸 1 次 因子 的 正 负 情况 所 决定 , 而 后 者 显然 由 S, 
(或 由 5,) 唯 一 决定 。( 证 毕 ) 

定理 3.14 的 证 明 设 UCB 都 是 RR 的 模型 ，P 是 红 4 中 一 
个 存在 语 甸 《3x4 sen) PCa xnco………co)，( 由 中 无 量词 ; a， 
…*,4m€ A), 现在 证 明 : BA Bug, 则 也 有 Weep. CHER 
命题 3.6 即 知 , 工 是 模型 完全 的 .) 

1. 设 多 在 % 上 的 超越 度 为 1, 并且 Bue. 

此 时 ,在 8 中 存在 一 个 上 的 超越 元 6、 使 有 是 所 的 有 序 扩 
域 A(8) 的 实 闭 包 。 

aL’ =PHzU{ch, SR HS’ HME BR: R'= 
RUA,US,U2,U3;, 其 中 2D, = {ce He,:a€ A}, 3. = {eg <cia 
€A HESH a <p}, 3;—={e<e:4€ A HH SHB <a}, 

任 取 R' 的 模型 OC = (6, fe, vr) 通过 4)。 则 人 @ 是 实 闭 有 
序 域 , 并 且 由 CEA, A, Ai UCC (把 每 个 fa 等 同 于 2), 
KY, Bree thew. (A: Br ARAMA 上 的 代数 
元 且 Y 和 A， 则 由 代数 知 Aly) 为 代数 闭 域 、 从 而 不 能 构成 有 序 
域 。 此 与 A(7)SE (有 序 域 ) 矛盾 ,) 所 以 @ 包含 % 的 有 序 扩 域 
XA(Y) 的 实 闭 包 D9。 并 且 由 R' WR U3 及 引 理 易 见 ,存在 由 
3 到 99 上 的 保 序 同 构 映 射 p, 使 p(86) 一 7 而 使 4 中 每 个 元 在 P 
FRE. | 

HBF 及 上 述 的 2 易 见 有 DEP. 又 由 于 中 中 无 量词 ， 
故 有 Suk po, RAS, EVE S&S, PRHAA MURA CK, 
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由 于 《是 R' 的 任 一 模型 , 故 由 上 有 R' 户 ,再 由 紧 致 性 定理 
可 知 , 存 在 R' AIR TR SB SEO. 

由 于 WERUALHEA, 由 于 对 于 < 之 是 ~ 个 无 羔 点 的 稠密 
有 序 集 , 故 易 见 对 于 ,UZ,UZ， OEM SIRF, HEE UY, 
到 适当 元 素 来 解释 <c SR. GER, A 3 为 有 序 集 可 知 ， 对 
于 3, 中 的 每 一 语句 acc 及 3, 中 的 每 一 语句 c 二 cr， 都 有 
4 之 a,) 所 以 ,4 ALD S 的 模型 .由 此 易 见 Mz 三. 

2. 一 般 情 况 。 设 BE q WEE d,---,d,€ BH 

BE Orn co [die dol, (1) 

2.1. 若 di,… ,ds€《 4, 则 由 (1) 易 知 Were. 

2.2. 若 d1,.…,、d。 不 全 在 4 中 . 令 匀 为 站 的 有 序 扩 域 (4， 
…,d») 在 3 中 的 实 闭 包 ,由 域 论 知 ，3 在 % 上 的 超越 度 ! 和 ”， 
故 存在 一 系列 实 闭 有 序 域 A-wewc-.-cw=—9, Fe 
ut Ze U LPH 1G 一 0……, 一 1)， 

由 41,.……,dr€ A! =D 及 (1) 可 得 ALeyp, 再 利用 1. 陆续 可 
得 Ug ,M79 ,最 后 即 得 Wee. GEE) 

定理 3.16 (Hilbert 第 17 问题 的 解答 ) 设 尺 为 实数 域 ，9 一 
R(m, +++, Xn) 为 R 上 zw 个 不 相关 不 定 元 1-714. 的 有 理 分 式 
域 ,9€ CO。 则 下 列 三 性 质 等 价 : 

(i) 4 在 R 上 是 非 负 的 .《 即 :g(xwi,，…, Xx») 二 0 在 R 中 无 
解 .) 

(ii) 存在 有 限 个 eee) EO 使 4 一 人 十 … 十 

(iii) 9 在 R 的 每 一 有 序 扩 域 了 上 都 是 非 负 的 , 

证 明 ”在 下 证 中 ,为 简便 起 见 ,在 符号 用 法 上 比较 随便 . AG 
意 明 确 , 不 致 误解 。 

1. 车 (ii) 成 立 , 显 然 G) 成 立 . 

2. 设 成 立 ,证 (ii) 成 立 ， 设 gC ay xn) 一 Ot aa) 
(fj，r 为 多 项 式 )。 假若 在 R 的 某 一 有 序 扩 域 F 中 4 <0 有 解 , 则 
jf*g 二 0 有 解 。 从 而 在 下 的 实 闭 包 P Pie <0 有 解 。 所 以 
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By Cay ota) G Cr teen) gr tee) <0)( 简 记 右 端 为 p)， 
但 ROF, 均 为 实 闭 有 序 域 , 故 由 FFo 及 实 闭 有 序 域 理论 的 模 
型 完全 性 可 知 , RFE (注意 f,g 的 系数 都 在 R 中 )， 从 而 9 <0 
在 民 中 有 和 解 。 此 与 (i) 矛盾 . 

3. 设 (iii) 成 立 , 证 (itb) 成 立 。 假 若 9 在 2 中 不 是 平方 和 。 以 下 
证 明 ， 可 以 在 2 中 定义 一 种 顺序 ， 使 2 成 为 尺 的 有 序 扩 域 ， 并 且 
9 二 0, 从 而 ,4 在 8 上 不 是 非 负 的 . 

先 构 作 8 的 一 个 子 集 P， 使 它 适合 下 列 诸 性 质 ，(pi) 对 一 切 
ac O, MA ae P, (pz)P 对 十 ,，: 封闭.〈p;) 一 46 P。(p) 一 1 上 P. 
(pP5) 对 每 一 a€ O,ae P K—ae P, 

P 的 作法 如 下 : FS 二 {qo 十 0 一 4): am 为 2 中 平方 
AL}, SUL P 适合 (pi) 至 (p;). 现在 证 朋 PA Cp). 假若 一 1 € 
P,, 则 一 1 王 os + o,(—9) (3,0, 为 0 中 平方 和 )， 若 o 一 0, 则 一 1 
cp 


入 实数 值 , 即 得 矛盾 ， 故 必 wm #0, 从 而 4 一 一 一 衬 一 (1 a 


04 (oy), 易 见 , 此 式 右 端 为 2 中 平方 和 ，, 与 以 上 关于 4 的 假设 
APB. 

所 以 Po 适合 (pi) 至 (p,), 再 利用 Zorn 引 理 ,可 以 把 PP 扩张 为 
9 的 一 个 适合 (p) 至 (pu) 的 极 大 子 集 PL SUEUR PACD). 
若 对 其 个 a€E O 有 af P R—-a€ P, & Pi = {my + maim, rm6 
P}. 易 见 PSA P+, 并 且 , 由 P 适 合 (p1) 至 (ps) 易 见 ,P 适合 
(pi) 至 (p;)。 故 由 P 的 极 大 性 知 ,Pi 不合 (pt), 从 而 一 1€ Pi, 一 1 一 
zt 十 ma(z39m€ 了 P)， 若 zw 一 0, Wi—lmmeP, SPEEA pd) 


盾 ， 故 必 双关 0， 从 而 a 一 一 一 二 下 ere aie sen eee 
4 


(x7'。 易 见 此 式 右 端 在 P 中 ,此 与 一 a。$P 矛盾 . 
所 以 ， 了 适合 (pi) 至 (ps;)， 最 后 ,利用 P 在 8 中 定义 一 种 顺序 
如 下 : 
对 任何 «ve 98, 当 且 只 当 eo ue PhS uy, 


e 35 ¢ 


易 见 2 对 于 SARRVAPT RM, HH <0, bs Gi) FB. 
(证 毕 ) 

注 1 着 把 实数 域 R 换 为 任 一 实 闭 有 序 域 Ru 仍 有 相应 的 定 
理 成 立 、 证 法 同上 . 

注 2 若 以 一 般 的 有 序 域 K 代 替 上 定理 中 和 的 RR， 则 相应 定理 
能 成 立 的 充分 必要 条 件 是 : 在 域 K 上 只 有 一 种 顺序 关系 能 使 K 成 
为 有 序 域 ,并 且 KK 在 其 实 闭 包 K 中 是 稠密 的 . 《证 月 见 文献 [4],) 
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第 四 章 ”起 积 基本 定理 


设 了 为 一 非 空 集合 ，5(7) 为 7 的 一 切 子 集 所 成 的 集合 。 如 果 
DESU)ES FABRE: 

(i) 7e D; 

(ii) 若 X,Ye D, 则 XNyYeD; 

(iii) 车 XxX€ DH XSZCI,M ZED, 
Me DAI LN—-SBF. MRDREBA (i), (ii), Git) 之 外 又 
适合 : 

(iv) 对 任何 XESC1), XED 当 且 只 当 (I\X)&D. 
则 称 DD 为 TI 上 的 一 个 超 滤 子 . 

如 果 了 上 的 滤 子 D < 5(71), 则 称 D 为 T 上 的 一 个 真 滤 子 ， 

命题 4.1 下 列 二 条 件 等 价 : 

(i) DAT EMBT. 

Gi) DAT LORKKBT. CBI, DALLES: 并 且 
在 了 上 不 存在 真 滤 子 F+ D, 能 使 DCF.) 

WER 1. 由 (Qi) 证 (ii). RDAT LOMB. WHERE 
义 知 16 D, 从 而 空 案 8 一 (NI g&D， 所 以 了 是 工 上 的 真 滤 子 . 

设 了 是 TI 上 的 真 滤 子 ,并 且 OCF, 现在 证 明 F=D. 假若 
F 六 D, 则 存在 X€ FE X&D, Mit U\X)¢ DER， 从 而 = 
XN(I\X)e F。 由 此 及 洪 子 定义 可 知 , 了 的 每 一 子 集 Ze F, 所 以 
F 一 S(1) 不 是 I 上 的 真 滤 子 ,与 上 矛盾 . 

由 以 上 两 眉 即 得 (ii)， 

2. 由 (ii) 证 (让 设 D 为 1 上 的 极 大 真 滤 子 。 考虑 任 一 Xe 
SCT): 

@ XE D, 则 由 DD 为 真 滤 子 易 知 ，(I\X)&D. 

反之 , 设 (I\X)&D, 现 在 证 明 XeD. 令 E= DU{X}, 并 
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令 下 一 {Y:YS1 并 且 存 在 有 限 个 21,…,Z2s€EB 使 (Zn …: 
人 Zr)SY}，。 易 见 F 为 1 上 的 滤 子 并 且 DEF ,Xe F, REX 
DW D ,从 而 由 DD 的 极 大 性 有 FF 一 3(7)。 特 知 空 集 多 6 F, 
故 由 下 定义 可 知 , 存 在 有 限 个 Z,,…,Zs€《 ,使 ZN AZ. 
O. MR Z ZeD, 则 OED, 5SDABRRTFB. 故 必 有 
KOZ, 一 XX, 不妨 设 Z 一 X 而 Z ZookD,( 注 意 , 由 (INX) 
&D RM, X#D, MYA n>2,.) 从 而 ZN---NZ.€D. 但 由 
XVCZAN NZ) =H ZN NZ, = 8, 又 有 ZaN-- NZS 
CA\X), Mihi CU\X) € 了, 也 与 题 设 矛盾 . 

由 以 上 两 段 即 得 G). (证 毕 ) 

命题 42 了 上任 一 个 真 滤 子 E 都 能 扩张 为 I 上 的 一 个 超 滤 
FD. 

证 明 @ OF = {FF 为 1 上 真 滤 子 且 ECF}. WHA 
一 非 空 的 偏 序 集 . 并 且 , 对 多 中 滤 子 的 任 一 上 升 链 FeoSPSE…， 
二 FS (5 二 0), 易 见 其 并 集 U Fe 也 在 多 中 。 故 由 Zorn 

mf 
引 理 知 ,FZ 中 存在 极 大 元 , 任 取 其 一 记 为 D， 则 ESD 且 易 见 DD 
为 1 上 的 极 大 真 滤 子 ， 故 由 命题 4.1 知 , DAT 上 的 超 滤 子 . GE 
毕 ) 

设 了 为 一 非 空 集合 ,了 D 为 T 上 的 一 个 起 小 子 。 WET) AB 
BS? 的 一 族 寞 型 。 以 下 将 定义 模型 族 We 1) 以 DD 为 模 的 超 积 
[1p%;, 它 也 是 红 的 模型 . 

& C= {f:f 为 1 上 的 函数 并 且 对 每 i € I 有 (QE ALA 
诸 4; 的 卡 氏 积 , 记 作 C= Il Ay. (A; HU 的 论 域 (ie 1).) 


在 C 上 定义 一 2 KR =v 如下: 对 任何 fogec, 

当 且 只 当 {i€ 1:1(7) = eG@)}eD 时 , 令 1=pg. 
由 超 滤 子 性 质 易 知 ， 二 bv 为 C 上 的 等 价 关 系 , 故 可 依 之 将 C 中 元 
素 分 为 诸 等 价 类 。 对 任何 f€ C， 以 fo 记 了 + 所 在 的 等 价 类 、 并 以 


TI 4 记 这 些 等 价 类 所 组 成 的 集合 : 
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[4 二 | jp:f € i] a}. 
D \ i el 
现在 以 本 4; 为 论 域 ,定义 与 ie 中 符号 相应 的 关系 , 函数 及 
常量 , [[ 4, ROY WER, 


设 P 为 中 一 个 ?元 关系 符号 . 在 J 4 上 如 下 定义 一 个 


2 元 关系 5S 作为 对 P 的 解释 : 

S(f5-+ +15) 当 且 只 当 le 7:Ri(F(7)… 了 (站)}e D. Gtr, 
Ri HU PM PORE.) 利用 超 滤 子 的 性 质 ， 易 证 ， 此 定义 与 
肪 , .…… ,及 中 代表 元 Ps, 7? 的 取 法 无 关 。 即 : WR fo = go, 
f= 96,0 (21: RPG)? G)}eD 4BRS tre l: 
Ri(e'G)- + -9"()) ED 

设 F 为 2 中 一 个 > 元 函数 符号 ， 在 ]] 4; 上 如 下 定义 一 个 


2 元 函数 五 作为 对 下 的 解释 : 

H(fo-- fb) = go, HB eG) = GAPG)---PG)), GE 71). 
(G; 为 % 中 对 忆 的 解释 .) 利 用 超 滤 子 的 性 质 ， 易 证 ， 此 定义 与 
万 ,"…,f5 中 代表 元 了 ,'…,f” 的 取 法 无 关 ， 

设 c 为 红 中 一 个 常量 符号 .在 I A; 中 取 下 列 元 素 作 为 对 
c 的 解释 : 
EDs 其 中 g(t) = 0i。 
(a; AY 中 对 < 的 解释 .) 
这 样 ， U A 就 成 为 2 的 模型 , 记 作 TInau， 称 为 模型 族 % 


Ge 1) 的 (以 DD 为 模 的 ) 超 积 . 
定理 4.3 ( 超 积 基本 定理 ) 设 8 是 红 的 模型 族 ude!) 
的 超 积 Tw. Wt 经 中 任何 公式 p(x px) 及 号 中 任何 元 素 
5,.……,f5 MA: 
SE-plfh---I4ARY {fie 1 六 [PCD (6 也. 
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( 特 知 ,对 S 中 任何 语句 9 都 有 : FF 9 当 且 只 当 {ic 1:36Fp) 
€D.) 

证 明 对 p(w-……xs) 按 其 复杂 性 ( 指 其 中 一 ,人 , 习 的 总 个 数 ) 
进行 归纳 论证 . 

1. 当 -9(xz zx) 为 原子 公式 时 。 可 以 再 对 9 中 所 出 现 的 项 
的 复杂 性 进行 归纳 论证 ,不 难 , 略 去 . (参看 MT, pp. 170 一 171.) 

2. 当 p 一 下 yx x) AY. 

2.1.4 SE olfi---fo), 则 SKY¢Ifs---fh], RHA RRA, 
te 1 WEG): --PG)8&D, BHBRBTHERA, RAR 
Lie l: WHO PG)---PL)leD, Bal {se 1:%Eep(fOQ) + 
{"(a)}}e D, 

2.2. & Skolis---f5)l, HEME {ie 1: WEeplPO) --: 
PG)I} 8D, 

3. 当 p= ble tn) AGC: xn) 时 。 

3.1.4 SE olfo---f5), UM SEd¢[fa-- fs] SEOlfo---fal, 
故 由 归纳 假设 知 ，{ie :WEO(P()---*#@]}ED, B lie l: 
WElfG)---"G ed, Mit, wo BAER AWRIA lee 
L:UWEepl(itG)-:-P@)]})weEDH, 

3.2.22, 4 {ie 1: WEeifl)---fG)lye D, 则 由 {ie 7: 
WEp(fG)-- POO) SEE LNG 可 和 a， 后 一 
集合 也 在 D 中 ,从 而 ,由 归纳 假设 ,有 SE¢(f---1315 AH, A SE 
9[fp…f5]; 故 有 SE el[fo---fb). | 

4. 当 P= (3xo) p(xor: xn) EY. 

4.1.4 SE oplio-- fo], WHE foe B, 使 SE d[fofo---fal, 
故 由 归纳 假设 知 ，{i€ WEP) G)---PG@lyeD. 但 易 
见 ,此 集合 是 eI: WEG): - POMATR, Uae th 
在 DD 中 ， 

4.2. 若 el:WeEelfG)-: PG ljeD. 记 此 集合 为 5S. 
对 每 一 i€ SABRE PA) 4; 使 WESPOPO):: PW) 
(这 样 的 了 (让) 显然 存在 ); 对 每 一 ie I 八 S， 则 任意 取 定 一 (2) € 
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Asse DGie 1) 构成 上 4 中 一 个 函数 己 的 值 ， 显 见 SSE 


€ :EpLPOA(OD :ff"()]}, 所 以 ， 后 一 集合 也 在 DD 中。 再 由 
归纳 假设 , 即 有 SE olfif---f1, Min, A Be ylfo- fo). GE 
毕 ) | 

AMR TU, 中 诸 ML 都 等 于 同一 模型 %, 则 记 为 pM， 称 
为 A 的 一 个 超 突 . 

推论 4.4 设 男 是 % 的 一 个 超 守 yA, B= A 

证 明 ”由 超 积 基本 定理 易 见 、 

推论 4.5( 紧 致 性 定理 的 超 积 形式 ) 设 T 为 乡 中 的 语句 集 
(理论 ). 令 了 为 工 的 一 切 有 限 子 集 所 成 的 集合 。 如 果 对 每 一 i € 
I 都 存在 i 的 模型 UAE ERB BT OD, 能 使 [lp 是 7 

证 明 ”对 每 一 语句 9p€ 7T, 令 Ge Le l:pei}. HOE 
fell: 存在 有 限 个 pg， rE T HH (iN NG)Se}. FH 
见 五 为 上 的 滤 子 。 又 由 于 对 任何 m,---,9,6€TH 21) 都 有 
{pi Pate CGN: :-N Ga), RMR BE, 所 以 E 是 IT 上 
的 真 滤 子 ,从 而 由 命题 4.2 知 ,下 可 以 扩张 为 工 上 的 一 个 超 滤 子 D . 

对 任何 PET, A (el: UEpj2ae. CA: 着 ie Mee 
1， 从 而 由 WE! 有 UWEp.) ABR ge ESD, Wiha tel: 
Wep}eD, HHRBAREACB AM. [oAUE-. 

所 以 [pit 7T. GEE) 

考虑 LD 的 任 一 模型 % 的 任 一 超 才 TIp&， 对 每 一 a€ A, y 
六 代表 TT 4 中 的 常 值 函数 : f(i) 一 ao(ie 1)。 Bed 为 由 4 到 


Tl 4 中 的 下 列 映射 ，da(a) 一 fp(ee A). 


推论 4.6 dh UB Me HHMSRARA. 

证 明 设 pla re) HL HE-AR, ays, a, 为 4 中 
任 一 = 元 组 ， 

1. 若 % 护 p[o :an], WW{ieE 1A pla ea 一 56DD， 也 
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BU {ze 7:UF gl fo( 站 …f,(1)]} €D. 故 由 超 积 基本 定理 ， 省 
[oUF pL f.,p- : jp, 也 天 [lou pld(a,.)---d(a,)). 

2.4 UFela-- +21, WEA otk eld(a,)---d(a,)), 
(证 毕 ) 

设 玉 是 语言 SY 的 一 族 模型 。( 同 构 的 模型 只 算 作 一 个 .) 如 
RE 乡 中 的 一 个 理论 ,使 KK 恰 由 T 的 一 切 模型 组 成 , 则 称 KK 
为 一 个 初等 类 。 如 果 存 在 经 中 的 一 个 语句 pp， 使 Kk 枪 由 FF 的 一 
切 模 型 组 成 , 则 称 天 为 一 个 基本 初等 类 ， 

定理 4.7 设 K 为 经 的 一 族 模 型 , 则 : 

(i) K 为 初等 类 的 充分 必要 条 件 是 : 天 对 于 超 积 及 初等 等 价 
封闭 . CB: 天 中 任意 一 些 模 型 的 任 一 超 积 仍 在 天 中 ,与 民 中 模型 
初等 等 价 的 模型 也 仍 在 天 中 .) 

Gi) 天 为 基本 初等 类 的 充分 必要 条 件 是 : 天 对 于 超 积 及 初等 
等 价 封闭 ,并 且 天 的 余 族 K’ ( 即 一 切 不 在 天 中 的 SY 的 模型 所 成 的 
族 ) 也 对 于 超 积 及 初等 等 价 封闭 . 

证 明 1. 设 K 为 一 初等 类 , 则 存在 中 的 理论 7, 使 K 恰 由 
7 的 一 切 模型 组 成 。 显 见 , kK 对 初等 等 价 封 闭 。 另 外 ,由 超 积 基本 
定理 也 易 见 ,K 对 于 超 积 封闭 . 

2. 设 玉 对 于 超 积 及 初等 等 价 封闭 . 令 了 一 {q:p AL HB 
名 并且 9 在 天 的 每 一 模型 UMW. SUL, 每 一 %6 K 都 是 了 的 
模型 。 反之 , 设 田 是 工 的 任 一 模型 ,现在 证 明 Be K, 

令 二 一 tcio 为 经 中 语句 并 且 SEo}. 令 了 为 的 一 团 有 
限 子 集 所 成 的 集合 。 对 每 一 1 一 {a, ……，ojce7， 存 在 一 模型 
EK WE CGA: BMMATHAA:--Ao)€ T,Mimh Se 
(qu 和 八 …: 作 os), 这 与 i SSB. BAH AS 可 知 , 存在 一 个 超 
积 IIp&t 片 2, 从 而 易 见 [bt 三 BB。 再 由 KK 对 于 超 积 及 初等 等 价 
BY St PERNA, Be 天， | 

由 以 上 可 知 ， 天 恰 由 了 的 -- 切 模型 组 成 ， 所 以 天 是 一 个 初等 

3. 设 天 为 一 基本 初等 类 , 则 存在 S 中 一 个 语句 ,使 及 恰 由 
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9 的 一 切 模型 组 成 ， 从 而 六 的 余 族 恰 由 一 9 的 一 切 模型 组 成 ， 所 
以 天 及 天 都 是 初等 类 ,再 由 1. I, KR K 痢 对 于 超 积 及 初等 
等 价 封闭 . | 

4. 设 K 及 KK' 都 对 于 超 积 及 初等 等 价 封闭 , 民 出 2. 可 知 , 存在 
52 中 的 理论 及 7', 使 ，K 恰 由 工 的 一 蕊 模型 组 成 ,K' 怡 由 7T' 的 
一 切 模型 组 成 . 

现在 证 明 , 7 及 7’ 都 是 可 有 限 公理 化 的 .从 而 可 知 , TR’ 
各 自 逻 辑 等 价 于 乡 中 的 单一 语句 ,所 以 K 及 K 都 是 基本 初等 类 . 

显 见 TUT’ 不 和 谐 .( 因 : 若 oS 的 模型 AE 了 T, 则 ME 大 ,从 
而 USK’, MET Jk REE BA FE TUT 的 有 限 子 集 
A 不 和 谐 . 1 A = 二 《pi ,rp Pt}, HA pis, Pr 
T, Py Gre TT’. (不 妨 设 + 之 1 和 日 :之 1， 否则 ,可 将 人 扩大 
使 如 此 .) 

WS RE, HAE gDA---Ag,, WI WEpIA--- 
Aw, Mitt UT’ USK’ Mii Me K, MET. BBR, TH 
ARETE {p oS TRA TH-AAGH. AH, T 也 是 可 有 
限 公 理化 的 . (证 毕 ) | 

以 下 介绍 关于 超 积 及 其 基本 定理 在 代数 中 应 用 的 一 些 例子 ， 

HUY MM, (Wie 1} 是 外 的 一 组 子 模 型 。 如 果 有 


4 一 U 44i, 并 且 对 任何 i,ie 7 都 存在 ke 工 能 使 41U AiSAi， 


WE {W:2e 1} 为 站 的 一 个 局 部 系统 . 
例如 ,% 的 一 切 有 限 生 成 的 子 模型 构成 % 的 一 个 局 部 系统 。 
理 定 4.8 HUBS HRW (Wie 1} 是 4 的 一 个 局 部 系 
统 。 如 果 存 在 S 的 一 组 模型 {3,:ié€ 1} 使 对 每 一 :< 100 能 同 
PRA Bh. WET LAB RT DE YU MRA TB, 中 
证 明 ”对 每 一 i€ 71, 取 定 一 个 由 和 AS 内 的 同 构 映射 ai 
对 每 个 jE 1, > S = {i€ 1:Aj 忆 Ai}、 则 5 一 {Se 71} 具 
有 “有 限 交 性 质 *”, 即 .5s 中 任何 有 限 多 个 3 的 交集 不 空 。( 因 : 任 
取 有 限 个 5;，…，、Si,€ 5S， 由 {4:i€ 1} 为 局 部 系统 易 知 存在 


e 43 e 


EI 使 41 UUAi, 三 A 从 而 《XE Si NN:…: NSi,.) 

令 E 一 {XI: 存在 有 限 个 1,…,js€E1, 使 3 由 Si 
CX}, SGSE, 并 且 由 5S 的 有 限 交 性 质 易 见 , ERI LHR, 
从 而 由 命题 4.2 知 ， 巨 可 以 扩张 为 IT 上 一 个 超 滤 子 了 。 

对 此 D 作 超 积 IIp 色 ,. 

以 下 将 定义 一 个 由 到 ITp%; 内 的 同 构 映射 o。 为 使 记号 
简便 ,不 妨 设 了 为 一 序数 : 1 = {0,1,2,…,i,……*}(i 二 1). 

对 每 一 ae 4, 作 卡 氏 积 [LB; PRICK 4 一 (coaiy4 
ga，*'…*)。 其 中 诸 aj(i 二 7) 如 下 规定 : 

当 a € 4; 时 , 令 a; = oi(a); 
当 264; 时 , 令 ai 任意 取 定 ， 
然后 , 令 co(e) 一 sp€ [lp%,. 

现在 证 明 : o Heh UF) [1)B, 内 的 同 构 了 映射 。 

1. 先 证 明 , 若 4 中 二 元 a Aa’, WW o(a) oa’), 

由 局 部 系统 (Wiic I} 的 定义 易 见 ,存在 1 € I 使 a,a'€ Aj, 
从 而 对 5; 中 每 一 元 ,都 有 4a，a'€ A, Aft ox(4) 关 oe’) CA 
o4 是 1-1 的 )。， 所 以 SiS flie Isa, aj}, Mitthh Sie SOD 知 ， 
{i€ 1:er 关 deD， 故 由 超 积 性 质 知 ,在 [log 中 4p 关 4p， 即 
o(a) x o(a’), 

2. ARB ov(4e 1) 的 同 构 映 射 性 质 ， 仿 1. 可 证 c 是 同 构 映 
射 . (证 毕 ) 

引 理 4.9 设 ”为 任 一 取 定 的 正 整 数 。 .o 为 一 切 同 构 于 域 
上 +?# 阶 全 线性 和 群 GL(n,F)(F 通过 一 切 域 ) 的 群 所 成 的 类 。 则 
i 对 超 积 封闭 . 

证 明 为 叙述 简便 ,以 4 一 2 为 例 来 说 明 . 

令 2 一 (0,e} 为 群 的 语言 。 (〈。 解 释 为 群 的 乘法 ，e 解释 为 
单位 元 .) 则 ,xz 为 2 的 一 类 模型 . 

把 S 脱 胀 为 YZ’ 一 {o,e, +, X 5051, 211, %125 ary 722}. 其 中 
十 ,X 为 2 元 函数 符号 ;0,1 为 常量 ; 诸 xii 为 工 元 函数 符号 ， 

易 见 可 以 写 出 2’ 中 -- 集 语句 T 表达 下 列 诸 含意 。 (以 下 

。44 。 


把 == 简 记 为 =.) 

(i) 对 任 二 元 素 x,y:(x = y) 当 且 只 当 (zn(x) =H 
a(t) 一 Cy) wnx) = xuly) 且 xn(¥) = rnly)). 

Gi) 诸 ww 的 值 域 都 相同 ; 且 此 值 域 对 十 ，x ,0, 1 构成 一 个 
域 . 

(iii) © 2B ANTE. Bl, MEM *，y: ma(xoy) = 
Cm (e) X mu (y)) + (an Ce) X mn (y))H mz (xzoy) = (xy (x) X 
™12€y)) + (ralx) X mm (y)) B ma(roy) = rn) X tu Gy) + 


(xn(x) X ayly)) 且 xz(xoy) 一 《xi (x) X maly)) + (ry (x) xX 
xn(y)). 


Civ) 对 任何 x: cox ex 日 xoe mm yx, 

(v) 对 任何 x: wu(x) X xn(%) ¥ xu(x) X ral*). 

(vi) 对 mm 值 域 中 任何 non, wy: Bon X yA X Ws, 
则 存在 元 秦 x(x 不 限于 在 值 域 中 ), 使 (xu(x) — », A rue) = vr 
x(x) = y, EB. ww) = y,) 

以 or BRT 的 一 切 模 型 所 成 的 类 ， 则 由 超 积 基本 定理 易 
知 ，.ar 对 超 积 封 闭 . 

不 难看 出 ， .ez (AH .er 中 一 切 模型 在 双 中 的 归 约 所 成 
的 类 . 

另外 ,对 于 st 的 任 一 组 模型 (Wie 11, 其 任 一 超 积 也 2At. 
在 多 中 的 归 约 , 易 见 也 可 看 作 先 把 每 一 % 在 多 中 归 约 为 % ,再 
对 模型 组 tau:ie 1} 按 同 一 D 所 作 的 超 积 [Too. 

FALE = BRIA .or 对 想 积 封闭 . CIE) 

一 个 群 G, 如 果 同 构 于 一 个 域 记 上 +» 阶 全 线性 群 GL(n, F) 
的 一 个 于 群 , 则 称 G 为 n 阶 线性 群 . 

定理 4.10 (Malcev) 设 ” 为 一 正 整 数 . 如 果 一 个 群 G 的 每 
个 有 限 生 成 的 子 群 都 是 ” 阶 线性 群 , 则 G 自身 也 是 = 阶 线 性 群 . 

证 明 令 红 一 {oc,e) 为 群 的 语言 。 则 G 是 2 HER. hic 
的 一 切 有 限 生成 的 子 群 的 类 {Hi:ie |} 构成 G 的 一 个 局 部 系统 . 

由 题 设 ,每 一 Hi 能 同 构 媒人 一 个 域 上 的 + 阶 全 线性 群 C, 一 
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GL(n, Fi, ME 4.8590, GHRMKA {Gi:ie 11 的 一 个 
超 积 WG, 中 。 又 由 引 理 4.9 知 , TG, 也 是 一 个 域 上 的 阶 全 
线性 群 , 所 以 ,G 是 一 个 4 阶 线性 群 。( 证 毕 ) 

设 RR 为 一 个 环 , 恕 果 对 R 中 任何 非 零 元 a,8, 都 存在 uw€ RG 
auf = 0, 则 称 RAR, 

定理 4.11 Rig 是 一 个 环 类 ， 对 超 积 封 闭 . 若 尺 足 一 个 素 
FAA RAEI RRR A .ez 中 一 组 环 {4;:i1€ 1 的 直 积 中 , 则 RR 能 同 构 
RA .exz 的 一 个 环 4 中 。 (A 未 必 在 {4i:1€ 1} ,) 

证 明 设 尺 能 同 构 嵌 入 直 积 门 ,4; 中 , 不妨 设 RCT. 

对 R 中 每 一 非 零 元 a, 令 S,— {ie J:a(t) * O} (els) Ha 
在 4 中 的 分 量 )。 并 令 S — {S.:0€ R,a x 0}. 

由 尺 为 素 环 可 知 , S 具有 有 限 交 性 质 。( 因 : 对 任何 So, Sp€ 
S,SHRHARUR, 存在 *€ R 使 aux8 一 7 se. MEE e 1 
7(1) 关 0. 也 即 a(t) xD - C4) x 0, 从 而 显 见 i€ So 站 Se。 所 
以 SaNS, 不 空 .) 因 而 , 仿 定理 4.8 的 证 明 可 知 ，5S 能 扩张 为 T 上 
一 个 超 滤 子 了 . 

令 4 一 []pAi; 则 由 题 设 知 4 Jo。 

定义 由 R 到 4 内 的 映射 nm:c > ap(ae R), 

现在 证 明 , 7 是 由 R 到 4 内 的 同 构 映射 

1 . 先 证 了 明 ? 是 1-1 的 , 若 R 中 二 元 a 六 f, 则 ce 一 8 一 5 关 
0. WS, 中 每 一 元 1, 都 有 oa(2) — 8G) = 8) © 0, PUA S,S 
(ie 1:0G) *% 8G)}, 从 而 由 Se SSD 知 , {i€ 1:0(2) 2 BG)} 
€D, 故 由 超 积 性 质 知 ，cp < Bp, 即 nla) 1(8). 

2. 若 在 R 中 有 十 8 一 7, 则 由 超 积 定义 ， 有 ap 十 bp 一 (ea 
+ 8)p = 7p, RB) nla) 十 mn(8) 一 07Y)。 所 以 ?了 保持 环 的 加 法 . 

3. 仿 2. 可 知 ? 保持 环 的 的 乘法 . (证 毕 ) | 

推论 4.12 若 一 个 素 环 尺 能 檬 人 一 些 除 环 的 直 积 中 ， 则 RR 能 
PATER, 

证 明 ”由 超 积 基本 定理 显 见 除 环 的 类 对 超 积 封闭 . 故 由 上 定 
理 即 得 本 推论 , GER) 
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作为 超 滤 子 概念 的 又 一 应 用 ,我 们 在 些 汪 明 组 合 论 中 的 
Ramsey 定理 ， 它 将 在 以 后 被 用 到 ， 

命题 4.13 设 了 I 为 一 非 空 集 ，D 为 TI 上 的 -一 个 超 滤 了 于 ， 如 果 
1 的 子 集 X,Y 适合 XUYED, 则 XE DRY Ee D, 

证 明 假若 X gD 且 Y #4 D。 则 由 超 滤 子 定义 知 ,(I\X)e D 
BAY) € Ds Mitt CNX)InCNY)eD, 即 (NGXUY))eDZ，, 再 
Hmm eA, XUYED, SMR. GER) 

IT EMM Br D, 如果 适合 : 

对 每 个 161,41} &D, 
则 称 为 非 主 超 滤 子 . 

命题 4.14 任 一 无 限 集 1 上 都 存在 非 主 超 小子. 

WEARS Fm {X: XSI 且 入 X 有 限 }。 则 易 见 F 为 1 上 
的 一 个 真 潞 子 .(〈R RAT ER Fréchet eS.) Harel 4.2, F fe 
扩张 为 T 上 的 一 个 超 滤 子 D. 

对 每 个 1¢1,8 UNMij)¢€ FSD， 故 由 超 滤 于 定义 知 (ihe 
D, 所 以 , D 是 1 上 的 非 主 超 滤 子 . GE) 

定理 4.13 (Ramsey 定理 ) 设 了 为 一 无 限 集 ，7 为 一 正 整数 ， 
[1]? 为 I 的 一 切 #* 元 子 集 所 成 的 集 。 Bae) 的 任 一 于 集 ， 
SA =[I]\4A. 则 存在 I 的 无 限 子 集 适合: (JVSA 或 
(Jos, (JP We XBL".) 

证 明 1.2 一 I NWR RY. DFR > 1， RAW 
须 对 于 了 为 可 数 无 限 的 情况 证 明定 理 成 立 ， 则 对 于 了 为 不 可 数 的 
情况 定理 也 成 立 . 

为 讨论 方便 ,把 工 排列 为 序 型 w MARR: 

om < ww). 
任意 取 定 I 上 一 个 非 主 超 滤 子 D， (由 命题 4.14 ADEE.) 
易 知 ,对 每 一 m 二 w, 都 有 
{i€ Ist, << ise D, (1) 

把 40,4; 各 记 为 45,475 BAR DE MU) ' TR Aa, 

ATS LIVP A WFR 407, 477%;--- ST = 1 NTR 4, At 如 
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A {yi Ty < 
且 {yy i APE D}, 
A = {yee yy lie ly <i 
且 {yy “yn € ATE D}; 
Av= {y: {i€ I:y <i 且 {yi,i}€ Az}e D}, 
A\ 一 {yi:{ie liy,<¢ 且 {ys i} € Ai}e D}. 
2. 现 在 由 [1]*CA43U 4? 证 明 [1G ASU AT: 
任 取 {ys} [1], RP yw 之 … 过 ys 令 
Ko™ {i€ [sy <i 且 {y --s ¥e-1,8} € A>}, 
K,™ {i€ :ys <i 日 {15° oS. Vectst} 6 At}. 
现在 证 明 : Koe 了 或 Ke D. (2) 
对 每 一 i € 了 之 适合 yon <i 者 , Uy, e+e f he [1]*C 
ASUAT, Mifl 1€ Ky GE Ki, 所 以 {ie Ts yeu 过 iCKoUK,, 
再 由 (1) 及 命题 4.13 即 易 见 (2) 成 立 . 
由 (2) 及 As, A441 AE 义 可 知 ， ti Yas} € A 
AT. FE {4,… ys} 的 任意 性 即 知 ，[1]*-! 忆 A 
3. 念 2. 可 陆续 证 明 : [1]*-? GG Ao UAT; «+ ---- ; 最 后 得 
/S4oU4i， 从 而 易 知 : Ale DR Ale D. 以 下 分 二 情况 讨论 . 
4. 设 Ale D. 现在 归纳 地 定义 有 序 集 / 的 一 个 无 限 子 序列 
hh (m <a), 
以 下 为 使 论证 比较 直观 ,以 x 一 3 为 例 来 说 明 一 般 方法 。 
4.1. 首先 , 任 取 i,€-Al, 
设 已 定义 了 有 二.…. <j, 能 使 . 
对 每 一 me {jo je Al, 
对 于 由 {j，… ,jn} 中 取出 的 每 一 组 y, < y,， 
集 {yp} Az, (3) 
对 于 由 {fo,- are 中 取出 的 每 一 组 yi < yy < ys, | 
Aly, yy3}€ Ay, : 
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现在 定义 fms 如 下 : 

42. 令 Xe1:ie6( 即 4)。 由 本 情况 题 设 知 ，Xk 
D, 

对 每 一 HE {foseesimts > 

Xym {ielsy<i A (y,i}e As}, 
则 X,€ D。 这 是 因为 : AG.) A, n€ 40 4A MA, 
Wellin <i H {yi}€ A D, 
对 于 由 {yjo … ,1m} 中 取出 的 每 一 组 六 < n> 
Xy 7， 一 {li€ 1l:yi <1 HO {yyy ste dot, 
则 仿 上 可 知 Xyy¥,€ D, 

43.2 YAXRiB X， Rik Xv», 的 交集 ， 则 由 以 上 可知、 
YED, 《注意 m 及 jo,…,1» 都 已 取 定 ,) BAD AEF MBS 
可 知 ,Y 为 无 限 集 , 故 可 由 Y 中 取出 一 元 tenes time 过 jw 

现在 证 明 ,对 于 0 过 … <n 二 jmt1， 也 有 与 (3，) 类 似 的 注 
质 (3%44) 成 并 (从 而 ,可 以 继续 由 此 去 找 tesa. ) 

对 每 一 Eosfmsjmti}: 若 Vs AE Imes, Wl 
六 EE {fo ,fm}, 此 时 由 (3，,) 知 yy€ A3; 若 六 一 Jr 则 
EYCX = A}, 

对 于 由 {fos +s fest 中 取出 的 每 一 组 内 二 yy: 车 
Ya 25 imers WUE 3m) Ms (9s je 425 ye — imars 则 | Fee? 
née YCXy,, 再 由 Xy, 定义 可 知 ，{t 六 ,ye 4B. 

对 于 由 《41,… :1 中 到 出 的 每 一 组 二; 二， 
THEA, {15 ys 93} € Ad. 


归纳 步 又 至 此 完成 . 
4.4. 最 后 ， 令 j= {fos 7 Imus ee ee ee 上 则 由 (3,), (3), 
(3 ) sa AA: 对 于 由 7 中 取出 的 任何 n<n<y, PAIn, 


y2， ys} € Aj — Ag, 从 而 [7 三 4 
5.4 4die D, 可 仿 4. 定 义 1 ART RH {7J]S4。( 证 
毕 ) 
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SLB ”模型 论 力 迫 法 


UL A-WRBE, TH 经 中 的 和 谐 理 论 . CHec- 
UC, 其 中 ，C 为 一 可 数 无 限 的 新 常量 集 , 
设 5 是 由 纪 c 中 有 限 个 原子 语句 或 原子 语句 的 否定 所 成 的 集 
合 ， 如 果 T Us 和 谐 , 则 称 8 是 一 个 了 -条 件 . GEM: SRE T- 
条 件 .) 
设 ? 是 一 个 7T- 条 件 。 对 于 人 6c 中 的 语句 p, 按 其 结构 如 下 归 
纳 地 定义 概念 “p Nie” HE ?|-9( 或 必要 时 记 作 pllz9): 
Gi) 若 P 为 原子 语 甸 , 则 pi-P 当 且 只 当 vee. 
(ii) pl- 一 9 当 且 只 当 不 存在 7- 条件 4 二 ?使 ke. 
(ii) ppV) 当 且 只 当 “piHFe 或 Pi 由. 
Civ) pi-(3x)p《x) 当 且 只 当 存 在 cc € CH pPl- elec). 
(此 处 , 取 一 ,V ,3 为 基本 逻辑 符号 ,无 妨 .) 
如 果 Pl} 1719, BRA“ p 弹力 迫 ICE Pll". 
515.1 G) AePl- PH ge, go. 
ii) BG pe PW elke. 
(iii) pF P 4B AM: 对 一 切 ¢Dp,F#Er 2497 rie. 
(iv) & ple, WU: Pllge. | 
证 明 1. 为 证 (人 ,对 9 的 结构 归纳 : 1.1.8 ° OR TBA, WM 
Hei PR, pe ?S49, 从 而 qi-e. 1.2. BPA TS BR, Wes 
P lk 1¢ WBE D> PE riko, 从 而 由 4 VPA, BARE 
r2a7fh rid, 所 以 9 上 mb。 13. BPH Ven BR, Mes 
PI- PR pPlke, 或 PF 从 而 由 归纳 假设 知 ,4iqp 或 gies, Ar 
以 9 有 9 V9。 14. BPACS)@BR, Wh el PA, FE 
ce CE bc), 从 而 由 归纳 假设 知 ,9g 上 内 c)， 所 以 alt+s) 
p(x), 
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”证 (i): 若 9 为 原子 语句 ,显然 ele. APA BR 
为 原子 语句 ), 任 取 7- 条 件 q>p, (4) 6 9, MitthT U9 
BAL, 8a, eo. Mintel Pl- 一 yg. 

3. 证 (ii): 3.1. 车 站 sp ， 则 Ple- Ie, RARE @ D pf 
d+ 79, BAH -DWrarreMa ake, MmFeEr aa 
ri-@.’ 3.2. 若 对 一 切 gap, 都 存在 ?使 rio, WW-W@a2e 
BA akg, Mit elk 149, 8 pllfe. 

4. 证 (iv): & Pl-p. 对 一 切 q>e,Mr 9, 则 > 之 4 并 且 
AGA rile. MiG), plilfo. (证 毕 ) 

设 G 是 由 纪 c 中 一 些 原 子 语 名 或 原子 语句 的 否定 组 成 的 集 
合 ， 当 G 适 合 下列 二 条 件 时 , 称 为 一 个 了 - 兼 纳 集 (也 称 了 - 脱 殊 
集 ): : 

Gi) G 的 每 一 有 限 子 集 都 是 一 个 T-RE. 

Gi) 对 多 < 中 每 一 语句 p, 都 存在 一 个 7- 条 件 PCG, ff 
PIF PR el. 

当 存 在 T-R eP SG PIL PI, ICE GIFp. 

易 见 , 若 G 是 一 个 了 - 兼 纳 集 , 则 对 Yo 中 每 一 语句 中 ,有 G 小 
PRM GIF: 但 二 者 不 能 同时 成 立 , 

引 理 5.2 对 每 一 T- 条 件 p, 都 存在 一 个 7- 兼 纳 集 GDP, 

证 明 AS 可 数 , 故 可 把 绕 c 中 全 部 语句 列 出 如 下 : 

Pos Pi 9 pas (n€w), 

现在 定义 一 系列 递增 的 了 -条 件 pSpSPpSp.………- ， 使 

对 每 个 自然 数 ”都 有 
Pal-ps 或 Pal Vpn. C1.) 

1. 若 Pl pe Po 一 了 ;车 PHI, 则 存在 9 二 ?使 9 目 
Pos 任 取 一 个 这 样 的 g 作为 po, 故 有 (10) 成 立 . 

2. 设 已 有 plPSpS--- Spf), 1), (ic) 都 成 立 . 
若 Pylb TP, + Proi ™ Pas 若 Pp Gan, WHE 4 过 Pk 使 
4 外 pk+iy 任 取 一 个 这 样 的 9 作为 Pao. BA Clear) 成 立 . 


e Sie 


最 后 , 令 G 一 Up, 则 易 见 ，G 为 7- 兼 纳 集 (证 毕 ) 


定理 3.3〈 兼 纳 模 型 定理 ) 设 G 是 一 个 7- 兼 纳 集 ， 则 存在 
和 cc 的 一 个 (并 且 除 周 构 外 唯一 ) 模 型 MCG) LE: 

(i) MG ) 的 论 域 M(G) 中 每 一 元 案 m 都 是 C 中 一 个 谊 节 < 

Gi) 对 和 cc 中 每 一 语句 p, 了 9(G) 上 Ep 当 且 只 当 G Hg. 

WER 1. 在 C 中 定义 关系 ~ "UF: 

对 任何 c,d€ Cie ~ ad 当 且 只 当 Glee = d, 
现在 证 明 ~ "是 C 上 的 等 价 关 系 ， 

1.1. 任 取 ceC， 证 <c~< 成 立 。， 由 7- 兼 纳 集 定义 的 (ii) 
知 , 存在 7- 条件 PCG, HB plke =cMpbe Se), LLG 
Pike = cM Glke =e, Mii e~ ec, 1.1.2. Bebe Bc), 
不 存在 T- 条 件 GDP JE qe se. 但 由 ?为 T-KREA, TU bp 
AB, BTL, TUPULe = c} 也 和 谐 ,所 以 , 4 = PU fe oc} 
也 是 一 个 7- 条 件 且 显然 ale =e, SELAFR. MUAARRAY 
1.2. 任 取 ¢,d€ Cie ~ ad MU, Mid ~ ¢ Ma. (51.3, 
Bier ) 

1.3. 任 取 c,d,eeC, 设 <~4 及 上 ~ “成立 ,证 ~ 成立， 
He~dd~e A, GheBed,d=e, MU, BE 了- 条件 A, 
pp 入 G, 使 A \ke sd, p, td@=e, 令 49 一 PUP，、 由 7- 兼 纳 集 
定义 的 (i) 知 , 9 是 T- 条 件 。 由 4pPi,p; A, Ge = 2, dee, 
所 以 < 二 dd 到 ecEq4， 又 由 该 定义 的 (0) 知 ,存在 T- 条 件 SG, 
使 rjc 于 ce Mri (ce =e), 13.1. Bri cme, WM) Glke 
二 ce, 所 以 cc ~ ce, 1.3.2. Briere He), > s—rUa, Ws 
是 T-RE,A Site 过 6), 从 而 不 存在 T-RE srs, 5 Ib 
cee, IRRTUs MiAR cmd, deee qs AM, TUsU 
{c 亚 oj 和 谐 ,所 以 ,2 一 5UtcE eS T-REA, BE ale = 
ec, 与 上 了 矛盾， 所 以 本 情 琵 不 出 现 。 
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2. 在 C 对 于 “~” 的 每 一 等 价 类 中 任意 取 定 一 个 代表 元 ， 令 这 
些 代 表 元 组 成 的 集 为 M(G)(SC). 现在 在 M(G) 中 定义 与 Le 
Pe SMR KARE BF: 

”2.1. 设 F 为 i 中 一 个 4 元 函数 符号 ， 在 M(G) 上 定义 一 
个 相应 的 # 元 函数 全 如 下 : 对 任何 mw ,ms, me M(G) (不 论 
同 异 ), 令 

Bm mg) 一 m 当 且 只 当 GF(m……ms) = m. 

现在 证 明 ， 对 任何 m,---, me¢ M(G)， 存 在 唯一 的 m€E M 
CG), Olm---m,) = m RI, 

2.1.1. 证 m 存 在 . 

2.1.1.1. 若 GiCSar)CF(m-+-m,) = x), WHE? CGE 
p (ax) FCm,---m,) 三 x), 和 再 由 力 迫 定义 的 (iy) 可 知 , 存在 < € 
C 使 PF(m…ma) =e, Mit GIEFGm---m) Se. ee 
M(G) 中 的 代表 为 m*, NA Ghle=m*, AU EAE 1.3 可 
证 ,G [EK F(m,-++m,) = m*, FLL (mm: my) = m*, 

2.1.1.2. G 北 (3x) CF (Cm: ms) = x), Wh T- 兼 纳 集 定 
义 可 知 Gi 也 (3x)(F(ma: zs) 三 x), 从 而 存在 ASG 使 

P; IK Tar) CF Cm: ++ ma) = x), (1) 

在 Pi 中 只 出 现 C 的 有 限 个 符号 , 任 取 C 中 一 个 不 在 pi 或 F(m,: es 
m,) 中 出 现 的 符号 4, 令 P.2=P, U{ Fm: ‘ My) = da}, Wil TUP; 和 
请 ,。( 因 ,。T Up 和 谐 , 故 存 在 模型 %FTU 在 时 中 ,者 对 F, 
mitts ma 中 某 些 符号 无 解释 , 则 这 些 符号 不 出 现 于 TU, 中 ， 
此 时 ， 可 对 它们 补充 以 任意 的 解释 . 若 &% 中 对 4 有 解释 , 则 略 去 
此 解释 .这 样 得 到 一 个 模型 % ， 易 见 仍 有 WETVA UA 中 对 
下 F ,mi ,mn 的 解释 各 为 da Ons 且 设 在 4, 中 D(a 
--o,) = B88。 现 在 再 以 此 解释 d, MAW, QAL.OFTUP. 所 
以 了 Up 和 谐 .) 由 上 可 知 ，p; 是 一 了 -条 件 。 显 见 pal F(m--- 
m,) 三 d， 从 而 Plt (ae) F(m---m,) 三 x)， 但 m2A, KS 
(1) 矛盾 。 所 以 本 情况 不 出 现 . 

2.1.2. 证 wr 唯一 ， 任 取 mr …-，mnke MLG)。 若 有 8 
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Mr) =m I O(m---m,) =m, 则 由 名 的 定义 ,有 GIF Cm 
-o'm,) =m 及 GIEFE(m---+m,) = m™ , BiH 1.3 BE, Cikm 
= m™*, 但 m,m*€E M(G), 所 以 m= m*, 

2.2. 设 4 为 Yc 中 一 个 常量 符号 。 在 M(G) 中 定义 其 解释 
mA: GS Gld=m 的 me M(G). 

2.2.1.4 dE C， 则 由 M(G) 的 定义 可 知 , mw 存在 且 唯 一 ， 

2.2.2. 若 de gf , 则 仿 2.1 可 证 ,m 存在 且 唯 一 . 

2.3. 设 R 为 Pc 中 一 个 4 元 关系 符号 ,在 M(G) 上 定义 一 个 
相应 的 ”元 关系 OME: 对 任何 m,---,m,€ M(G), 令 

plm……ma) 真 当 且 只 当 GIER(m--+m,). 

Yc 的 模型 MCG ) 的 定义 至 此 完成 。 且 由 2.2 易 知 , Ci) RAL. 

3. 以 下 证 (i) 成 立 ， 对 多 c 中 语句 Pp 按 其 复杂 性 ( 指 P 中 下 , 
V ,3 AYA RO) VS HS 

3.1.6 PART EA. 

3.1.1, 者 Pp 为 4 三 4 形状 (4,t， 为 项 )。 为 叙述 方便 ,用 一 
个 有 代表 性 的 特例 来 说 明证 法 . 

设 9 为 F(G,Ce,, Hi(d,)), GCCc)) = K(e,, Li(ei)). 把 F, 
G1,H,,G2,K,L2 及 cisdiscayeize. 在 MCG) PYRE S IA F, 
Gi, ee -,L; 及 €1541, Se 设 在 MCG) H(a,) == Mi y Gila, 
m) =m, GilG) = m, F(m,m) =m, La(5) = ms, KA, 
ms) 一 me。 则 由 MCG) MAA, A 

GiHH(a) = m, G,Ce.,m,) =m, Gc) = m, 
F(m,,m;) = m, L2(e2) = ms, K(e1,ms) = m. (2) 
3.1.11. GM G)Ep, MEA, NCG)Em, = m, 从 
而 有 
Gm = me. (3) 
假若 Cire, GH 一 pg。 由 此 及 (2),(3) 易 知 ,存在 7- 条 件 r 丑 
G, 使 ?Hd)m, GiCe., m) = m,.**, Ke ms) = mem 
=m, pg。 从 而 ,有 
Hi(di) = m,G,Ce,,m,) = ma,+++,KCer, ms) 
，54 ， 


使 pt (Sr) h(x)” => GH (Ar) be). 
3.4.2.6 (ax) d(x) => “HHP SCR ac CE plea)” 


=> Ghd) => (G)Ed(d) => M(G)E (Br). 

PLA ii) Yr, 

4. 证 适合 G) R Gi) 的 MG) MIE. 设 MG), 
Du(G BBA GR (ii), 任 取 m,€ M.(G), FH Ci) Al, mm 是 C 中 某 
些 常量 c; 的 解释 ,任意 取 定 一 个 这 样 的 ci,, 设 ci 在 UL(G) PA 
解释 为 wap。 令 p 为 : 

M,(G) > m,—>m,€ M,(G). 
现在 证 明 , p 是 由 DUCG)S 和 WW(G) 上 的 同 构 对 应 ， 

4.1. 证 eB) DLC) Lay. 

任 取 mic MA(G)。 由 i) 知 , m 是 C 中 某 些 cj 的 解释 .对 于 
任何 两 个 这 样 的 cr ,ci,, 显 见 有 DW(GeEc =«,, Aims Gt); 
有 Gtci =i, BR G),A WG), =i, MMA, 
些 cj 在 DUG) HAY Ae th BA. 

同 理 , 对 于 任 一 个 这 样 的 c; 及 C 中 任 一 个 其 他 cx( 即 其 在 M, 
(G ) 中 解释 不 为 mi 者 ), 有 WMWiQe We =), MMBLA 
Gig = eR MIG) = cy) PA ci Beg HE DUG) 
中 的 解释 也 不 同 . 

设 cf 在 SCG) 中 的 解释 为 mw。 现在 看 p(m) 是 什么 He 
的 定义 知 ,其 作法 是 ,由 mi 找 它 所 解释 的 那些 c;, 但 由 上 知 , 这 些 
c 中 包括 cj, 因而 由 上 两 段 可 知 ,这 些 ci 所 成 的 集 与 上 述 诸 i 所 
成 的 集 相同 。 所 以 , 当 “ 任 意 取 定 一 个 ci 时, 取 定 的 也 是 一 个 cj 
而 ci(=03,) 在 WW(G) 中 的 解释 m; 就 是 mz， 从 而 eC) 一 m, 

所 以 , p 是 到 DUCG) EN. 

4.2. 证 p 是 1-1 的 ， 

设 mimi 是 Mi(G) 中 不 同 的 元 ， 并 设 在 作 plm),plmm;) 的 
过 程 中 ,由 mim, 取 定 的 C 中 常量 各 为 se 由 | e(m,), (mi) 
分 别 是 cr ,ei 在 DGB. RA: 
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m, =m => D(G)E Ac; = cj) 一 > Gi, = et) 

=> DU(G)E Cc; = ¢},) => e(m,) x e(mi). 

4.3. 证 Pp 保持 国 数 ， 

WEE 红 c 中 一 个 ”元 函数 符号 , 它 在 DUG), VLG) 中 的 
解释 各 为 2 ,92 任 取 LE WM.(G), 并 对 它们 各 取 作 
eC ) 时 所 解释 的 C 中 常量 , 设 为 oi,… ,cs,c<， 则 后 者 在 3,(G)》 
中 的 解释 各 为 p(y),…… ,plm,),p《m). 由 此 可 知 : @i(m mh) 
—m<>M(G)FF(ao.c) cSGIFF(aoa...c) Be 
WG EF (ey: co) = ¢ => O,(o(m)---p(m,)) = p(m). 

4.4.5 4.3 可 证 p 保持 关系 . 

4.5. 证 p 保持 常量 . 

设 4 是 放 c 中 一 个 常量 (4 未 必 在 C 中 ), 它 在 MN(G), M 
(G ) 中 的 解释 各 为 m,,™m, 现在 证 e(m,) 一 m, 设 作 p(m) 时 所 
用 的 (m， 所 解释 的 )C 中 常量 为 cc， 则 elm) Ba M(G)h 
的 解释 . 故 有 : m = m= > Ji (G)Fe =d=—G he =d=> 
MGEa = d= > oe(m,) = m, . 

综 上 所 述 ,可 知 。 是 由 WH.(G) 到 WW(G) 上 的 同 构 对 应 。( 证 
毕 ) | 

推论 5.4 ihe H-T-RH, PHS 中 一 个 语句 , 则 下 列 二 
条 件 等 价 : 

(i) pll*e. | 

Gi) 对 每 一 了 - 兼 纳 集 C 之 SG 者 ,有 N(G)E~g. 

证 明 1. 由 (i 证 (i): 4 elite, WM) Plo, 故 由 bpSG 
有 GI- 了 iq, 再 由 上 定理 , 即 得 N(G)Ee. 

2. 由 (让 ) 证 (i): 任 取 一 7- 条 件 q > p, 由 引 理 5.2 知 ， 存 在 
T- 兼 纳 集 G2q(2?P), AGA NG)Ee. HHLER, 4 
Gio, MRE 7- 条 件 SG, rip. + s=rUgq, 则 sce, 
FT - Fe ARE MAG), s A-T-RH AAs DaRsto. 所 
LA, 由 引 理 5.1 (ii) BT, pil*p. (iE) 

EMNELY 的 模型 。 如 果 存 在 一 个 7- 兼 纳 集 G, ENB 
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MUG ) 在 红 中 的 妇 约 , 则 称 沉 为 -个 了- 兼 纳 模型 ， 
定理 5.5 Tet VARIO: TRA- ADE Vx 
ay PC eae Ym TER, CIR), 则 每 一 个 
T - FR WR MBE T AO. 
证 明 任 取 p= War ee mb Cr xny Ym) € 了. 
(不 妨 设 上 为 由 原子 公式 及 原子 公式 的 否定 用 人 ,VV 构成 的 析 取 标 
” 维 形 .) 现 在 证 明 , 对 每 一 个 了 - 兼 纳 集 CBA WG) ey. Cub 
BUA, ASE FR IZ.) 
假若 对 某 个 T- 兼 纳 集 G,, 有 
MG Fe. (1) 
则 有 MCG, ) Fax: xs Td: yo, 故 由 定理 5.3 可 知 , 存在 7- 
条 件 PSG, (8 六 上 ar rs Tay yw， 再 连用 力 迫 定义 可 
Kl, FFE Cis ty cee Ce 
Pal VAY + ¥mBC ers cay Im) (2) 
另 一 方面 ,由 a AT-REM, TU, 和 谐 ， 故 存在 模型 
WET UP CA AIR, cn EU PBA AM, BS YU 脱 胀 一 
PRIA). HePE TH, WEp, MMB, AUR Ay- ym 
Ca¥at* ywm) 故 存在 Gist ydm€ A, BE 
WE dle cy ym) {aan]. (3) 
为 叙述 简便 ,以 下 用 析 取 标准 形 上 的 一 个 特例 ,继续 说 明 一 般 
WBE. PIS, PAPI (crcayiy2y3): 
(R(c1y) AF(c) = ys) Vea = wu AH(eya) Fo). 
(e 为 经 中 常量 .) 由 (3) 知 ,或 
WECRCeiy2) A Fle.) = ys) [@14205)5 (4) 
或 (cs = y,\ACeyie:) FA ca) [aes] (5) 
FER CH 3 个 不 在 所 或 ble 273) 中 出 现 的 常量 4 ,gd， 
d;, 
WeCS) RIL. (C4) MINS 9 = (er =, Hl edie, 38 
a}. 由 EETUp CERT AA a, di 出 现 ) 及 4d1,d;,d; AE 
Pp， 中 出 现 及 (5) 可 知 ，T UP1U4q 和 谐 , 所 以 ，41 一 Pp, U4q 是 一 个 
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Tae, 

‘ER T-BRRG, ZA a1SG, 4.45) 5.1 A, a 
m=, Hehe )ea, Mi, Hit oOK, 理由 定理 5.3 A, 
MiG.) 适合 此 二 式 ， 由 此 易 见 ， 有 MGI)ES ivy Ca = nA 
Cesc =a) Min, A 


MCGEE 3y yVPCevceays 2s). (6) 
Hilo) (mS)G. 的 任意 性 及 推论 54, SH 
9s IK ITA yy cca yy ). (7) 


但 由 aR? 及 (2)， 又 得 9 IKTAyyaysPCeica ays), BC) A 
Is. PRA) ARE RAZ. 《证 毕 ) 

设 跑 是 工 的 模型 。 AN Su 中 每 一 个 存在 语句 9 〈 即 9 为 
3x xsy(r zx) 形状 ,中 中 无 量词 ) 都 有 : “如 果 9 在 工 的 一 个 
模型 Rw 二 x 中 成 立 , 则 ?也 在 We 中 成 立 .” 则 称 M WH TF 
在 封闭 的 . 

定理 5.6 设 T 是 一 个 V3 理论 , 则 每 一 个 了 - 兼 纳 模 型 ME 
是 对 TT 存在 封闭 的 . 

WA MAS T-HM UM SH MGE Y 
中 的 妇 约 (G 为 一 了 - 兼 纳 集 ).《〈 所 以 , MaKe CHHE, 
从 而 GuSec.) 

设 9 一 3z phy xzo) 是 Su 中 一 个 存在 语句， 开设 
PE Wy RSET ST HE Rx( 且 WoT 者 ) 中 成 立 . 

任 取 CG 的 有 限 子 集 bp, 则 ?是 TT- 条件 。 对 ?中 每 一 语句 4， 
由 引 理 5.1, 有 ?人 4, 从 而 ,有 G tek DG)F. MU 

MCG )EP. (1) 

M(G) 是 & (2) HRA AUER Wy MRK, 并且 只 是 
比 Wim 增加 了 对 于 C\M(G ) 中 那些 常量 的 解释 。 所 以 ,由 Diu 和 
Ny 及 (1) 以 及 ?中 只 含 原子 语句 或 其 否定 可 知 、%Nw 也 可 脱 胀 为 
Sco 的 模型 Ne, 而 使 

REP. (2) 

又 由 Wu p 知 ,存在 mm .vs€ 入 ,使 
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No HC rn)[ Mal. (3) 
青 注意 到 NET, 就 可 仿 定 理 5.5 的 证 法 ((2) 及 NET 相当 于 
该 处 的 MET UP,(3) 相 当 于 该 处 的 (3)), 证 明 存 在 T- 条 件 Dp 
使 9 IFT. 

PRA, PAK Ip, 又 因 2P 是 G 的 任意 有 限 子 集 , KA GH 
了 站 了 9， 再 由 定理 5.3 WA, MG)Ep, Minh Wee. (证 毕 ) 

&Y=-(, 1. RY HRM B—-T+H. ANY 中 每 
一 有 限 组 原子 公式 或 其 否定 s(x eane yn G= 1,-5.4 
每 一 组 pm :peM BA: “MR Sun FEB p= (3 
四 VmCiCen ca ya) 入 人 人 (ca co 入 -yw)) 在 
Dia 的 一 个 扩张 群 Yu 中 成 立 , WP 也 在 Wty RIL. "MRR Dt AH 
一 代数 封闭 群 . 

定理 5.7 每 个 可 数 群 (包括 有 限 群 ) 所 都 可 扩张 为 一 个 可 数 
的 代数 封闭 群 . 

证 明 令 2 人 ,17 为 (经 中 的 ) 群 的 一 般 理 论 ( 是 一 Y3 理 
i). 设 气 为 一 可 数 群 。 令 T,= TVA, A,AADA R), Wl 
T, 是 可 数 语 言 图 4 中 的 V3 理论, 并且, 7 的 每 个 模型 3 都 含有 
与 % 同 构 的 子 群 . 

由 引 理 5.2， 定 理 5.3 及 T- 兼 纳 模型 定义 可 知 ， 存 在 可 数 的 
7T.- 兼 纳 模 型 MN. HEHS5 AMET, aol WER, HAST 
看 作 是 % 的 扩张 。 虫 定理 5.6 又 知 , 9 是 对 TT, 存在 封闭 的 ,所 以 
是 代数 封闭 群 。( 证 毕 ) 

注 这 一 定理 也 可 用 代数 方法 直接 证 明 。 但 利用 模型 论 力 追 
法 还 可 进一步 证 明 : 存在 不 初等 等 价 的 可 数 代数 封闭 群 〈 见 文献 
[5])。 这 是 用 纯 代 数 方 法 不 易 证 明 的 . 

仿 上 可 以 定义 代数 封闭 除 环 的 概念 . 并 可 仿 定 理 5.7 EMA: 

定理 5.8 每 个 可 数 除 环 % 者 可 扩张 为 一 个 可 数 的 代数 封闭 
除 环 . 

注 ”模型 论 力 迫 法 是 A. Robinson 由 公理 集合 论 中 的 力 迫 法 
移植 而 来 的 。 
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第 六 章 省 略 型 定理 


设 A 是 语言 SG MRR. Bnew) BOM 中 一 集 公 式 ， 其 
自由 变量 都 在 x，*……,x。 中 。 如 果 存 在 a1,'' ,as€ 4 使 对 每 一 
O(xy xn) € F(x x, BA 

Wola +x, ) la: + san), 
QUES EU 中 可 满足 或 称 % 实现 2, 否则 称 省略 2. 

Zaye) ES 中 一 集 公 式 ,其 自由 变量 都 企 xxv 
中 。 如 果 存 在 S 的 模型 A 能 实现 3， 则 称 卫 为 和 谐 的 .如果 
(x za) 是 极 大 的 和 谐 公 式 集 ( 即 : 不 能 对 了 增添 So 中 新 的 只 
含 自 由 变量 xy: :xz 的 公式 p(x …xo) 使 TUPI} 仍 为 和 谐 )， 
则 称 SCs xs) 为 一 个 型 . 

命题 61 RTE S HAH, Far) ESD 中 的 公式 
集 。 则 下 列 三 条 件 等 价 : 

(i) 工 有 一 模型 % 能 实现 2, 

Gi) 三 的 每 一 有 限 子 集 多 都 能 在 了 工 的 一 个 模型 we 中 实现 ， 

(iii) 了 U{t(Caxr xa) (oN Non):m < oji0 anEZ} 
AMF. 

证 明 1. 4G) Miz, VAG) MW. 

2. 设 (成 立 ,证 《iii) 成立， 把 (六) 中 的 语句 集 《ax +x.) 
(gy 入 一 人 人 gw); 1 天 oj aeZ3 记 作 31, FER 2, 的 有 限 
子 集 OWE 中 出 现 的 了 3 中 公式 也 只 有 有 限 多 个 , CHARS 
的 有 限 子 集 2. 由 (i) 知 ,存在 工 的 模型 Mo 及 其 中 的 元 素 ca …， 
aa 能 使 Yo 上 B(x xn)La as], 从 而 易 见 ,有 WET UP. 所 
Do REA, TUS, BRAY, , 即 (iii) 成 这 . 

3. 设 ( 井 ) 成 立 ,证 (成 也 。 由 (ii) 知 , TU2, 有 模型 , 取 一 为 
3. O&M me SH Ula: cj 一 TUZCc ca) 现在 先 
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证 了 有 模型 。 

全 取 2400 0 的 有 限 村 党 Fi Fe tole 0) 
本 (5 WE (CI, (O(a rtp) Ace? Aare te) 
《21, 由 此 易 见 ， EU AA GAA a, ses, an， 能 使 Uo, 
Cryst ee) Lape esa GH ley), BUR SO 
We = (Wye 5an) MWA Wika; (ccs) (i 一 1,……,7)， 从 
而 有 WETUF, 所以， 由 紧 致 性 定理 知 , T 有 模型 = OL, 
bi,* “bn). 

AA 全 的 定义 即 见 : WET, + Bh Al 中 的 un 元 组 by, so 
能 实现 3(x,-……x:). 《证 毕 ) 

设 T 是 多 DNRC, PK ty EONAR, 
(i) 当 命 题 6.1 中 的 条 件 成 立时 , 称 (x x,) ST FOR, Ci) 
WR SHAK p(x-……x,), 能 使 {9} 与 工 和 谐 , 并 晶 对 每 一 
ICxz Xx) EE Zr rx), 部 有 TE (Vx “xn) (P(x: ea 
(x xs))， 则 称 工 局 部 实现 了 ，( 击 ) 如 果 了 不能 局 部 实现 >， 则 
称 T 局 部 省 略 2. 

易 见 ， 了 局 部 省 略 瑟 的 一 个 充分 必要 条 件 是 : 对 每 一 个 与 
和 请 的 pz xs) 都 存在 oe 5, REE p(x ere) ATO (ree 
x.) 35T MiB. | 

命题 6.2 TES 中 的 完全 理论 ，3(xz xn) ELH 中 的 
公式 集 。 如 果 有 一 模型 % 省 略 王 , 则 了 工 局 部 省 略 3， 

证 明 ” 假 符 7 局 部 实现 SZ, 设 pCn---x,) 适合 上 述 定义 (i) 
中 的 条 件 . 由 9p(z xz) 与 工 和 谐 及 了 的 完全 性 可 知 , TE (Sn 
xn) (xz xz)。 故 由 MET 知 , 存 在 a1,°++, a, € 4 能 使 
px za)[a an]。 再 由 TR (Wa ze) (2(z ra) 一 > 
Gyr) (oe 2) AW, UCM 三, 与 题 设 矛盾 . GEE) 

定理 6.3 (省略 型 定理 ) 设 了 是 可 数 语 言 经 中 的 和 谐 班 论 ， 
E(x, EE 红 中 的 公式 案 。 MART RAH TT AH ey 
模型 91 省 沾 SZ, 

证 明 1. BOC cy Cy Clg ere jn gL 之 外 的 可 数 无 限 
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多 个 常量 符号 HS f= LUC, MS’ 仍 为 可 数 。 把 经 中 
的 全 部 语句 (可 数 无 限 多 个 ) 列 举 出 来 : 


pis pa pis Z (1) 
并 把 CHAS AS MD 2 70 A th EK: 
(Gis seins eng eg) seas ea) a ee ee, ‘ (2) 
以 下 构 作 2 中 一 系列 理论 
T= TCT,C... CT, CC . (m < w). (3) 


使 适合 : 

(i) 每 一 Tv 都 是 和 谐 的 ,并 且 是 工 的 有 限 扩张 。 

(i) 或 Gm © Tingis BY (TGm) € Titi. 

(ii) 若 pm = (Ar) OC) 且 Pm € T mii A Pleo EE Tm. 其 
中 c* 是 C 中 不 在 了 。 或 gw 或 Cems :con) 中 出 现 的 第 一 个 常 
量 符号 . 
Civ) 存在 c(z xs)eZ(z og) fH C70 Cem + Omen )) € 
© pete | 

设 了 ,已 作出 (7, CA) SET, REAR YR (a), 0), (c) 
HT pi 

(a) 设 (2) 中 第 mw 个 x 元 组 中 诸 分 量 cn 的 真正 足 码 为 11， 
即 (ccop) 二 《ci ,cis)。 HOM, Tn 只 比 T 多 有 限 个 
语句 , 设 Tem TULA, ++, O 5,52 9 一 09, 八 :和 八 6,。 取 适 当 
大 的 足 码 :使 ;之 及 ,……, js， 并 且 在 9 中 出 现 的 C 中 符号 都 在 
ce 中 出 现 .现在 ,由 9 作 公式 0 (xz xjin) 如 下 : 把 6 中 
诸 c (1 委 : 委 29) 都 换 为 交 (必要 时 先 改 变 9 中 的 约束 变量 ,使 上 
述 换 人 的 x; 均 为 自由 出 现 )， 并 在 所 得 的 公式 前 依 任 一 顺序 加 上 
诸 量 词 (3x;) 之 i 有,'…,Is 者 ,这 样 得 到 一 个 公式 Oxi: + tie). 
由 了, 和 谐 及 9 的 作法 易 知 ，0(z xin) STM. BAT 
部 省 略 王 可 知 : 存在 oles x, ES, 能 使 9 (zi tin AT 
o(xj + xin) 与 工程 谐 。 GER: 由 于 1 ……，)， 中 可 能 有 重复 的 
足 码 ,所 以 ,上 述 o 的 存在 并 不 是 7 局 部 省 略 王 的 直接 结论 ， 但 不 
难 由 之 推出 ， 现 在 用 特例 说 明 如 下 ; 设 2 一 5 而 9(xi ra) A 
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O'(x xy x; xx) (ER 3 个 新 变量 yay Yay 22, 6 Camara) 为 
OC 2) Ai =n) ACe= A (ne). FO Cer a x 0221) 
与 了 7 和谐 易 知 , 6 (x nay) 与 工 和 谐 。 再 由 了 局 部 省 略 卫 可 
知 ， 存 在 oC ays es DEL Cr ss xs), HO Gam ney) A 
Tolan yz2 和 1) 与 TT 和谐 (AW, 此 式 逻 辑 等 价 于 0 (xxa Xa 
#21) A oxy x2 42221) MN (xs = ni) A Ge = ya) AC = 22), iM 
Bul, OC ra v2 ae) A Molexyrxax,) 5 T AK.) 

& TO.= TU Tolea s+: cid}, WH LBA, To 和 
if. 

(b) 若 TU {pm} 和 谐 , 令 此 为 TH. BM, BW Tai. U 
{gpm} 和 谐 , 令 此 为 Tra. 

(c) 车 pn = (Axo) HFA OnE TRH, & Tmo = Ta 
{hCco)}, FE cp 如 (ii) 中 所 述 . SMW Tra = Toh, 

易 见 了 + 是 2’ 中 的 和 谐 理论 ,并 且 是 工 的 有 限 扩 张 。 并且 
T mar 适合 (ii) , Git), Civ), 


(3) 的 构 作 至 此 完成 。 再 令 T= UT. MAG), Gi) 
no 


Al, TEL 中 一 个 极 大 和 谐 理 论 . 

2. 任 取 了 。 的 一 个 模型 B 一 (G,4,,h,+-°--> ) FU = (A, 
A 8s ) 为 由 B 的 子 集 S = {61, 52, Seep, } 生 成 的 子 模型 . 

2.1. 现在 证 明 ,%f 的 论 域 4 = 一 5。 为 此 ， 只 须 证 明 5 对 于 多 
中 的 函数 及 常量 封闭 . 

对 4 中 任 一 函数 符号 FORA 7 元 的 ), 设 它 在 8 中 的 解释 
为 了 元 函数 G。 任 取 5S 中 的 7 元 组 (51………,bi,), SAMA CH 
见 ) SFr) (Fla. czr) 三 x), 设 此 式 在 (1) 中 为 pm,， 则 由 
VET, MT. 极 大 和 谐 可 知 ， gw,《 To, 从 而 易 知 ,pm,《 Tmt1, 青 
由 (ii) 可 知 , 存在 cp € C, 能 使 (F(ci co) = cp) € Tm S 
7 从 而 ,在 针 中 有 CGO 2) 一 bp《S。 所 以 SS 对 郑 数 G 封 
Al. 

HELE WS 中 每 一 常量 符号 dd 未 必 在 C 中 ),3 中 对 
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d 的 解释 都 在 5 中 . 

2.2. 现在 证 明 WET... 为 此 , AMIE, Wo’ 中 每 一 语 
句 9， 

Weep 当 且 仅 当 BE, (4) 
以 下 按 P 的 复杂 性 ( 指 P 中 一 ,人 ,3 的 总 个 数 ) 归 纳 证 明 此 事 。 

2.2.1 车 9 为 原子 语句 , 则 由 wow’ 可 知 ,(4) 成 立 . 

2.2.2 BPH IP 或 aAd, 形状 ， 利 用 归纳 假设 易 证 (4) 成 
立 . 

2.2.3 若 P 为 (3x)w(x) 形 状 . 甲 .车 Wee MEE ce 4 使 
Wedb(e)[a], Hh 2.18,¢ HHO. HLTA, WEOC( es), Mit 
由 归纳 假设 ,有 SEO(c) HAL A VE. Z. # VE, 
则 由 SETRT. HRAMBWM, PET. RPE) 中 为 
pm， 则 易 见 有 Pm, © T mass PEA (i), 存在 cr,E C， 使 (cr) 
ETmuSTo, RA 9 上 VCco)。 再 由 归纳 假设 ,有 Eco,)， 
Mind wee, | 

2.3. 由 2.2 可 知 ,QIFET， MH 2.1 知 , A 可 数 并 且 中 每 一 7 
元 组 都 是 (58i4，… yin) 形状 , 设 与 之 相应 的 # 元 组 (cn,……， cin) 
在 (2) 中 为 (ch* “chs), 则 由 (iv ) 知 ,存在 géz 使 了 golemn: . "Cha) 
€ T hts 从 而 ， FH WET,(2 Titi) 易 见 ， Akeo(x,- s “xa) Lis: 人 
bin]。 所 以 , % 中 每 一 ”元 组 都 不 能 实现 3(x,………*。)， 即 % 省略 
x, GE) | \ | 

定理 6.4 BY =—{-,7,1},7, OS 中 任 一 递归 可 数 的 群 
理论 。( 指 : 7, 为 经 中 一 个 递归 可 数 的 和 谐 语 句 集 , 且 括 包 群 公 
理 在 内 .) 设 中 一 《4,.,-!',1》 是 一 个 由 有 限 个 生成 元 41,…… , an 
ERROR. MAU 能 同 构 嵌入 7, 的 每 一 可 数 模型 中 ， 则 4 的 字 
问题 递归 可 解 . 

证 明 FM — LU {ce…,co} (co 以 下 徐 记 作 c)。 把 
4 中 每 个 元 都 用 as ……,a。 及 其 逆 元 的 乘积 表示 ,， 则 易 见 可 以 在 
gy' 中 作 一 个 与 由 的 图 象 相 当 的 语句 集 A 一 {p: 9 为 经 ' 中 的 
原子 语句 或 其 否定 ,并且 Oloa,---,a Ep}. SEE A Be 
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VASE ,从 而 即 知 ,3! 的 字 问 题 递 归 可 解 ， 

假若 A 不 是 递归 集 , 则 A 也 不 是 递归 可 数 的 . CR: 假若 A， 
递归 可 数 , FX = {q:9 为 经 中 的 原子 语句 或 其 否定 ， 并 且 
(ba ya) 全 pg， 则 由 和 与 A' 的 关系 易 见 , A 也 递归 可 数 ， 
从 而 易 见 , A’ 递归 ,与 所 设 不 合 ,) 

把 A 中 每 一 语句 9 中 的 cc 都 各 换 为 自由 变量 x， 
…,xn， 得 G 中 公式 集 3(0x zw)。 现 在 证 明 , 7. 局 部 省 略 2。 

设 br xn) ED 中 任 一 个 与 7, 和 谐 的 公式 。 假 若 每 一 
o(xy xo) EF 都 使 由 zxzo) 和 全 coCz xn) 不 与 了 :和谐 , 则 
易 见 相应 的 TU{g(er er), Toe: en) SBA MIE, Aina 

TU 人 (ccs)iFEaGc en) (ole ten EA’), (1) 
MAW Tbe cs) 和谐， 故 由 (1) 以 及 人 与 A' 的 关系 可 
知 ,对 A 中 的 ple: +c) BA 

TiUftg(c en SHE pC er :es), (Plo co)e 及 )， (2) 
由 (1),(2) 可 知 人 A 一 {p:p 为 红 ' 中 的 原子 语句 或 其 否定 ,并 且 
T,U{b(e co)}FFp}, 从 而 ,再 由 了 ,为 递归 可 数 即 易 见 A' 递归 
可 数 (注意 乒 与 上 的 等 价 性 ) ,与 上 面 矛盾 。 所 以 , 必 存 在 o 《x+…… 
ra) € 了 ,能 使 (zxzs) 人 co(z zs) 与 Ti PUB. 

由 上 知 7, 局 部 省 略 了, 故 由 省 略 型 定理 可 知 ,存在 Ti, 的 可 数 
模型 轨 省 略 了 。 再 由 与 A' 的 关系 即 易 见 ，% 不 能 膨胀 为 A 的 
模型 ,从 而 易 见 ，% 不 能 同 构 钳 人 多 中 。 这 与 定理 的 题 设 矛盾 ,所 
以 入 是 递归 集 . (证 毕 ) | 

定理 65 BL, AURLER. MRURMSRA TIN 
每 一 可 数 模型 中 , 则 % 是 可 判定 的 . 

证 明 Ce ALES 中 作 与 % 的 初等 图 象 相当 的 语句 
集 三 一 tp:9 OL 中 语句 ,并 且 Qa,---.a)Ee}, 则 可 仿 
上 证 明了 是 递归 集 ,从 而 即 知 , USAR. GEE) 

定理 6.6 (Macintyre) A A-WTMIESL,TA 红 中 的 和 
谐 VSB 理论 。 Qn (xx ) 一 (or te, ): LSs < wf 
(1 达 m 过 w) 是 中 的 公式 乐 ,并 且 每 一 pm; 都 是 存在 公式 .又 
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设 YomHAUCL, RH CH lo:lici<cof BRRESR. mM 
采 对 每 一 了 -条 件 ,每 一 正 整 数 普 及 每 一 组 c cc 都 存 
在 正 整 数 :, 能 使 TUpU{pm(e* cing) PRR "1 T A BT 
Wt 能 使 DIE (Vai ro) (Pm (Xi exon)V Pn (xi ta) Viet 
—)l<m<o), 《此 式 右 端 为 无 限 长 公式 ,但 语义 明显 ,) 

证 明 ”为 以 下 方便 ,不 妨 设 每 一 pw 的 前 束 词 之 后 都 已 化 为 
析 取 标准 形 , 

我 们 将 构 作 一 个 适当 的 7- 兼 纳 集 G 及 相应 的 模型 DMG), 
在 以 下 论证 中 ， POTTER a PM RRR So PHA OR: 


we ee A He 
oe? 
= 


co Bee ae Qe cha ce, )， nee 
Qe, DO O(c, cc3 > Qc Ch'*'C3n,) 9*** 


eo 


一 一 1 
-O,(¢}, cixthe,)s . Qc}, ch't'Cin,)» (ci 人 rst ie 
Ce 


《对 每 个 正 整数 1,0 ch ches sel JG = 12 3 ) 通过 C 上 一 
团 nj- 元 组 ,) 
So 中 全 部 语句 列 出 如 下 
Pos pis ps Dis (i < w). 
1. 仿照 引 理 5.2 的 证 法 取 T-RE p。( 视 空 集 为 该 处 的 p), 则 
有 
pg 或 Pelt Who, (1o) 
2 ACchen-++cin,), HER BRA ,存在 1 和 4<ow 使 
TU PU Gis, Cee ++ ein, JAI. (21) 
由 us, (cv cn) 为 存在 语句 及 (2 ,可 仿照 定理 5.5 的 证 法 , 得 
T- 条 件 六 过 加 ,使 Pilko. (ci ctn,).《 因 ， 由 (21) 知 存在 
模型 MTU poU {Py (ch: “Cia, Se 设 Pre, = Hr yw Ms, (ch 
ee Clas Met ¥m) WTF ai,- ++ same AE UE Dis, Cen: . Cin Vs 
ym) [oa an]， 以 此 式 相 当 于 定理 5.5 证 明 中 的 C3), WHR 
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证 中 由 (3) 推 出 (7) 的 过 程 ,可 得 一 了- 条件 p.( 相 当 于 该 证 中 的 41) 
使 Pil WIM, Cees eta). ) 

3.4 PIT, Fas BPA, WE r- 条 件 
q>Pi 使 ?lw 任 取 一 个 这 样 的 4 作为 包 。 故 有 


Pall-d, 或 Pal Td. ( 1) 

4. 对 于 9i(cicp…， *Cin,) > 由 定理 题 设 知 , 存 在 1 和 < 使 

TUPU {Puech “Cin, )} 和谐。 (2,) 
再 仿 2. 可 得 T- 条 件 Psa, (B Psl- A 7p, (ch- co )。 

以 下 , 仿 此 交替 进行 ,陆续 得 Ps SPS Py Sees » (A); 
(22), (2s) ++ 2+ °° 是 按照 上 面 对 诸 语句 集 9i(c +c, DENI 
序 依次 得 到 .) 

最 后 令 G= U pn。 则 易 见 G 的 每 一 有 限 子 集 都 是 了 -条 
件 。 又 由 (to) C1), Ca) go … NH, WS heise 由 都 有 
Glkd; 或 Glk-7d,, MUG H— T-RAR, 

又 由 PisPssPsyt too? 等 的 定义 (及 (2 (22) 2s) ge 等 的 顺 


序 ) 可 知 ,对 每 一 正 整数 六 及 每 一 组 (ec 人 …c? 都 存在 一 下 整数 
sR—EBRH A fF 
pr- pm cam). (3) 

现在 考 碟 9RLG)。， 对 每 一 正 整 数 亚 及 每 一 组 元 dd， 
EM(G)SC,REN Ceh---c7,,,). 由 (3) 知 ,存在 正 整 数 《,s， 
使 外 | 一 一 poco cz 从 而 ,G CHAI, Wit, MG) 
六 pw(ct cz)。 于 是 有 

9RCG)F(paa(c8 * Tan) V Palen: co )V ** ), 
也 即 MCG )ECPm (ar: “dn ,) V P mC ay ° dn) Vs) 
再 由 di;'…,4s。 的 任意 性 即 知 , 有 

JiCG)F(CYVxz + ta) CPCs xnm) 


VP mC" : Ki)Y Gays ). 
但 此 式 右 端 没有 C 中 常量 出 现 , 所 以 ,了 t(G) 在 双 PHAN M 也 
适合 这 些 无 限 长 语句 ， (m 一 | ° CIEE) 
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定理 6.7 设 % 是 一 个 由 有 限 个 生成 元 a1,… ,as 生成 的 群 . 
如 果 % 能 同 构 地 嵌 人 每 一 个 可 数 的 代数 封闭 群 中 , WU 的 字 问 题 
递 妆 可 解 。 

证 明 令 和 = 全 117 为 群 的 一 般 理论 (是 V3 理论 )， 
4 Oxy sexy) = ply xn):9 为 红 中 的 原子 公式 或 其 否定 ， 
并 且 Mop(rm zs)[a an]}， 

假若 % 的 字 问 题 递归 不 可 解 , 则 易 见 ,Q@ 不 是 递归 集 ,， HAG 
定理 6.4 证 法 可 知 , 2 也 不 是 递归 可 数 集 . 

&DLPomLHUC,C—{lo; i<wh. 设 ?为 任 一 了 -条 件 ， 
dd 为 C 中 任 一 7 元 组 , 则 存在 (xz xz)ce2, 使 了 Up 
Ute (d-:-¢d,)} Mik, (否则 可 仿 定 理 6.4 证 法 证 明 2(m--- x) 
一 Lp (xz Xs): 9 为 纪 中 的 原子 公式 或 其 和 否定， 并且 只 
(xy sere) La a RIT, With Oo 也 递归 可 数 . ) 所 以 由 定理 
6.6 及 其 证 法 可 知 ,存在 T-FRAR MN, 能 使 DIE (Vx --- +,) 


(V eax)) 由 此 及 9 的 定义 , 即 易 见 电 不 能 同 构 地 嵌入 


PEQ 


Mh, (RATA Y3 理论 可 知 ，7- 兼 纳 模 型 MN 是 一 个 可 数 的 代 
数 封 闭 群 ,这 与 题 设 矛盾 。 所 以 & 的 字 问 题 递归 可 解 .〈 证 毕 ) 

注 定理 6.7 是 下 列 定理 的 一 个 方面 : 

定理 ”一 个 有 限 生成 的 群 能 够 递归 地 给 出 , 使 其 字 问 题 递 
归 可 解 的 充分 必要 条 件 是 ， 外 能 同 构 地 嵌入 每 一 个 可 数 的 代数 封 
ARH, | 

这 个 定理 的 另 一 方面 (条 件 的 必要 性 ) 其 证 明 是 纯 代 数 的 .( 参 
见 文献 [6],[7].) 

定理 6.8 (广义 省 略 型 定理 ) 设 T 是 可 数 语 言 乡 中 的 和 谐 
FRID. Bei re ELH ER AAR (Cr = 1,2,3,*……………- )。 如 果 
T 局 部 省 略 每 一 7,, 则 T 有 一 可 数 模型 A 省 略 每 一 3,. 

证 明 设 7 局 部 省 略 每 一 >,， | 

LAH = SUCH C= {ci 过 ww} 为 新 常量 WS’ 
BR, HS 中 一 切 语 句 列 出 如 下 : 
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pis P25 P35 ee= .4 


并 令 ， sl gy eo 为 C 中 所 有 ji- 元 组 的 一 种 枚 举 ; 
ae ee a 为 C 中 所 有 2.- FCM — RS 
8 人 8556， ee es Py A C 中 所 有 ns- 元 组 的 一 种 枚 举 ; 


( 当 一 (i 和 < DR, ERRORS i 行 与 第 i 行 有 重复 ,无 妨 .) 

以 下 构 作 双 中 一 系列 理论 

T= T,GT,G°-::GT Cr 。。。。。。 
使 适合 : 

(i) 每 一 了， 都 是 和 谐 的 ,并 且 是 工 的 有 限 扩张 . 

Cit) 或 pm€ Twmiis 或 (Tm)€ Tmt 

(iii) 若 pm = (2x) OA pn€E Tomtis bce) € Tmt. 其 
中 , cz 是 C 中 不 在 To PmoSmo5mo° 5 中 出 现 的 第 1 个 常量 . 

(iv) 存在 公式 ou€ BO0m€ Zw 使 门 oi(rm) am 
(sn) € Tat. 

Zs 设 Tn 已 作出 ,由 之 作 了 w+l 如 下 : 

Tn = TUL: ++, OFS OMA AN, BET 
足够 大 、 使 9 所 含 的 C 中 常量 及 sh, 中 出 现 的 常量 都 在 
cc 中 . 

设 sh, = Conca: *Cin,). Mehigeeo(l<at<u) 换 为 xi CA 
要 时 先 改 变 9 中 的 约 东 变量 ), 并 对 每 个 x 之 i 所用 ,… te, 者 前 
置 以 量词 (3x;) ,可 得 一 公式 9 (xin…xin,)， 易 见 8 与 和 谐 ,从 
而 用 题 设 可 证 ， 存 在 om Cris tn, E21, EO Gen tin, DAT 
(xn"…* xin ) 与 了 和 谐 。 (参看 定理 6.5 证 明 中 的 有 关 说 明 .) 令 
Toh = TnU {Ta(ca .cin da TW 和谐 ， 

设 9 (ck ct =" pds t aan 一 7 U {0,, ne 58:58:41} ,并 令 
6 一 0 入 .人 入 03。 ait. BAI LEGG, AG—ST 
high 6" CE 二 0 (xz Xx) € 2,, 鸽 O (x4, 

Me (xx ° yer AR, 令 Ti = Th41U {To cg, 
x, db? 则 可 知 ret 和 谐 。 


are 


Bi EL ,陆续 作 Te TI. WU TS AIR BA Civ), 

Hi Om 与 TRA 和谐， & 7T4 = TEU}. BH 下 pn 
与 7, 和 谐 , 令 Tha 一 了 和 UDP WW 7T*,， 和 谐 且 适合 
Civ) Ke (ai), 

若 Pm 不 为 (Sx) g(x) 形状 ， 令 Tra = Th. 车 pw 不 与 
TS, 和谐、 也 令 To 一 Tha. Fen (Ar) b(x) BR, AS 
TS, FOU Tas = Tar UL bCer)}, HE ce 如 (ii) 中 所 述 。 

易 见 Tai BEG Biv), 


247.= UT, HG) (让 可 知 ,T。 ES 中 的 极 大 和 谐 


理论 . 

任 取 了 7 了 ,的 一 个 模型 B = (GB d1,b,,b5, °° 7°: HS 2 一 
(U, 41,42, 53, peo ) 为 由 b,, 52,53, eer ee 生成 的 子 模型 ， 则 利用 
(ii) 可 证 A = {d1, 02,53, +++: }。 再 利用 (ia) 及 了。 的 极 大 和 谐 


性 ， 可 以 对 So 中 的 语句 9 按 结构 归纳 证 明 : 
4[ 片 p 当 且 只 当 BE, 
PAM 是 TT。 的 可 数 模 型 ,从 而 站 是 7 了 的 可 数 模型 。 并 上 且 由 
(iv) 可 知 ,4 省 略 每 一 个 Zr(z xn) Cr = 1,253,000 2 ). GE 
毕 ) 
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第 七 章 ”初等 链 的 一 些 应 用 


红 中 的 理论 工 称 为 对 子 模型 保持 ,如 果 工 的 任 一 模 济 的 任 一 
子 模型 仍 为 了 的 模型 、 工 称 为 对 链 的 并 保持 ， 如 果 工 的 任何 模型 
链 的 并 仍 是 TT 的 模型 。 工 称 为 对 同 访 保持 ， 如 果 工 的 任 一 模型 的 
任 一 同 态 象 仍 是 工 的 糟 型 . 

引 理 7.1 UTES 中 的 和 谐 理论 , ARS 中 的 语句 集 且 
对 析 取 封闭 。 则 下 列 二 条 件 等 价 : 

(i) 工 有 一 集 公理 IT 使 TSA, 

Gi) 若 % 是 T 的 模型 且 A 中 每 一 个 在 % 中 成 立 的 语句 5 都 
在 名 中 成 立 , 则 名 是 TT 的 模型 . 

证 明 LRG RWG my: 若 WET, WAG@AL,UE, 
再 由 (i) 的 题 设 ;' 有 SET, RAGA, BET, 

2. 设 (成 立 ， 证 (i 成 立 : 令 T 了 为 YS 中 一 切 适 合 TEE 且 
pe A” 的 语句 FP 所 成 的 集 , 则 有 TFT 及 TCA, 现在 证 明 ,也 有 
TET, 从 而 IT 是 TT 的 一 组 公理 . 

任 取 T 的 模型 3, 现在 证 明 SET, (Mim, Bla TET. ) 

令 F=—{ 16; 8 上 6,8€ A}, hl SUT 和 谐 。( 因 : BA 
SUT 不 和 谐 ， 则 存在 其 有 限 子 集 9 不 和 谐 。 显 见 98 中 含有 了 王 中 
的 语句 、 设 为 6,… ,6,7 宇 1), 则 TU 3 
(DO)KME, MRA TKAV---V8,. RAANVAA, Po 
BV ---VO,EA, 从 而 &V---V8ET, BEAV-+V5,, 但 此 
与 SE 76,,---, 718, FBO UESUT. We EA 
之 ME6 4, 8 SE6. (A: 否则 SE 7d, 6 €E 2, AR 7, 
AMD. AGODA, SET. GE) 

定理 7.2 SL 中 的 理论 了 对 子 模型 保持 的 充分 必要 条 件 是 : 
T 有 一 集 全 称 语 名 (也 称 IL 语句 ) 的 公理 ， 
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证 明 若 T 不 和 谐 ， 可 取 (Vx)(x & x) 充 当 公理 。 以 下 设 工 
ATE 

-1. 若 工 有 一 集 全 称 公 理 , 易 见 了 对 子 模型 保持 。 

2. 设 ; 工 对 子 模型 保持 . (1) 


SAAS 中 一 切 与 Ml 语句 逻辑 等 价 的 语句 所 成 的 党 ， 则 易 
WL A 对 析 取 封闭 . 


设 : WET MRA, 并 且 人 中 每 一 个 在 A 中 成 立 的 语句 都 在 


3 中 成 立 。 (2) 
则 易 见 : 每 一 存在 语句 7 之 在 8 中 成 立 者 也 在 中 成 立 。 (注意 
(一 Y)EA。) (3) 


BB Ss 中 的 理论 T = TUA,, 其 中 A。 SHAR, T 
AA. (A: 对 As 的 每 一 有 限 子 集 A = 16, (cs ea Cha)» So 
Onley +05, )}, AW LS PAE A (Sn: - +1.) (Ca++ t0) A 
… 人 60。(xz +x.) SARI MMA), Bie 中 成 立 . 
1K a1,***, a,E A 适合 WE=(O, (xp see) 人 … 人 有 (xz xn ) ) 
[oaen], 则 有 (3La ,on)FT7UA。 故 由 紧 致 性 定理 知 ,， T 
和 谐 .) 任 取 T’ 的 模型 E 一 (E,eo)sets 则 上 As， 所 以 C 的 子 
集 {es:66 了 构成 一 个 与 作 同 构 的 子 模型 , MAPMASARA © 
的 子 模型 。 又 显 见 EF7T, 故 由 (1) 知 

| SET, (4) 

ALAR, ERACD SE, AX) Rm)”, BSB 7-1 的 
(ii 成 立 ， 从 而 该 引 理 的 (成立 。 BHAMENRA TAR 
全 称 公理 。 GE) 

定理 7.3 SG 中 的 理论 了 对 模型 链 的 并 保持 的 充分 必要 条 件 
是 : T 有 一 集 全 称 存在 语句 (也 称 Ml 语句 ) 的 公理 。 
证 明 不 妨 设 工 和 谐 . 
1. 若 7 有 一 集 8 ART, i 
ACA S---CQU,C--+--- (8 <a) 


»T HERE HOU Yay, He per, HOHE 
Aca 
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BA., (5) 
从 而 Ms 可 记 为 (中,6)yes。 又 由 30 请 7 及 了: 定义 知 ， 每 一 在 
Bs 中 成 立 的 全 称 语 句 在 Us 中 成 立 , 从 而 : 每 一 在 Me 中 成 立 的 存 
在 语句 在 Be 中 成 立 . (6) 
以 下 再 进而 找 B83 : 令 Gay = HsaUleaae A\BS ST = 
TEOB3) U Ag’(Aw 为 的 图 象 )， WT RB. CA: 对 于 Ay’ 中 
任何 有 限 多 个 语 名 ro :ro 令 了 为 aA At We WY 
真 . 将 7 中 谱 之 a€ 4\B 者 换 为 适当 的 变量 ， 并 前 置 以 相应 
的 存在 量词 ,可 得 多 中 一 存在 语句 。 显 见 r 在 ss 中 真 , 故 由 
(6) 知 ,r 也 在 Bs DH, 从 而 易 见 , Bs 可 膨胀 为 tr …， t)} 的 
Hi Al Th(%s) U{r rz 和 谐 ， 故 由 紧 致 性 定理 知 ,7 和 
ii.) 
任 取 的 模型 (3 ,a ),e a's 由 A ST x, 不 妨 把 诺 4 等 同 
于 4 而 视 % 为 B yp Rew, BU 
Acs’, (7) 
又 由 3 的 初等 图 象 Th(gSs)ST BB, ahew’ FT’, 可 得 (3， 
b)ses 厂 Th(Bs)( 注 意 BOA’), 并 且 由 (5),(7), 有 BSS KY 
见 
B<B’, (8) 
HC 4),(5),(7), (8 BUC) Bea, 
重复 (*) 的 作法 (由 上 面 (*) 处 的 说 明知 为 可 能 )、 可 得 一 模型 
SE: 
B= BSCY,CB,C--- CA CB, Cees: (n <0), 
使 对 每 一 n<wo BA An. = A 及 Be~ Baas. & AU, 为 此 模型 
链 的 并 。 
每 一 Ua = 0) 都 是 了 的 模型 ,而 %。 BRA WOW 


Sheers 的 并 , 故 由 (1) 知 WET. 但 3 又 可 看 作 是 初等 链 
B,<B KB 的 并 ， 故 由 初等 链 定 理 知 ,B,<31, 骨 由 并 三 
7 AA 

BET, (9) 
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由 以 上 可 知 , 在 条 件 (1) 之 下 ,有 (2) 蕴涵 (9)”, 即 引 理 7.1 的 
《ii) 成 立 ， 从 而 该 引 理 的 i) 成 立 。 再 由 A 的 定义 即 知 : THR 

7A. GE) 

2 中 的 语句 p, 若 能 出 原子 公式 及 连接 词 A,V 及 量词 V， 
习 构 成 , 称 为 正 语句 

定理 7.4 弥 中 的 和 谐 理 论 T 对 同 态 保持 的 充分 必要 条 件 
是 : 工 有 一 集 正 语句 的 公理 ， 

证 明 和 中 一 公式 (nm xs) 称 为 对 同 态 保持 , 如果 对 乞 
的 任 二 模型 A，% 及 任何 由 XA 到 上 的 同 态 对 应 f CAPER) 
及 任何 41,'…*…,an《 4， 阁 有 UAEEpLa:: ar], 则 也 有 SEqlfa 
"fas]. 

1. 为 证 条 件 的 充分 性 ,只 需 证 明 任 何 正 公式 Pp 都 对 同 态 保 持 。 
此 可 按 92 的 复杂 性 ,归纳 证 明 如 下 ;， 当 9 为 原子 公式 时 , 显 见 其 对 
同 态 保持 。 当 9 为 AVG Rare. 形状 时 ,用 归纳 假设 也 易 证 
pp 对 同 态 保持 。 再 看 以 下 二 情况 : 

1.1. 当 9 为 (3r)9pi(rx ra) 时 .对 任何 ay，arcd4d, 若 
ap[a +o), WEE a€ 4, 使 AKpilen-:-an), AMAIA 
假设 ,有 BE gil fafa: jeoj, 从 而 BSE plfa::-fan). 

1.2. 4 PH VWx)pilex:: “xa AD, SFE a1,**…*, a, € A, 若 
WEpla---a,), FR EB, WAS ABER, AE a€ A, fF 
b=fa, (AMe FUE pilen---an), BH 归纳 假设 ， 有 SE 
pilbfa fas]。 FRO 的 任意 性 ,见得 Bg[fa……fas]. 

AUS 中 任何 正 公 式 都 对 同 态 保持 。 从 而 可知， 尖 工 有 一 
集 正 语句 的 公理 时 ,了 对 局 态 保持 . 

2. 证 条 件 的 必要 性 。 设 工 对 同 态 保持 . 

以 下 用 “Mpos3” 表 示 : 每 一 个 在 A 中 成 立 的 正 语句 都 在 3 中 
成 立 。 我 们 先 证 明 : 

(*,) 若 AposB, WAZ 和 的 一 个 初等 扩张 BO 及 一 个 映射 到 
A —> Bf (AU, a)se apos(B y fa rea. 

为 证 (*), 令 Vaz Uc: a€ Ah, Hem SF Ula: bE 
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B}. 并 令 Ti 为 94 中 一 切 在 M4 中 成 立 的 正 语 句 之 集 ,7; AH a 
中 一 切 在 3s 中 上 成 立 的 语句 之 集 (T, 则 8 的 初等 图 象 ). 则 TLUT? 
和 谐 ,( 因 : (ERT 的 有 限 子 集 太一 tp ,px},， 记 Pi 八 …: 
NG, XH p= Plea). BU peT 由 此 可 知 , S 中 的 正 语 
名 (3x xzr)p(z +s FEUPR, 再 由 ApoB MHA SH, 
故 存在 by,-++,6,€ B， 能 使 SE p(x: --x,)[°--5-]. AL, & 
BIBRA Ls U fc ,co} 的 模型 〈%e 00) = Be, 
则 BE gle eco)， 从 而 SET. MH BET, 有 BET, 
所 以 TiU7T: 和 谐 。 再 由 紧 致 性 定理 即 知 、7,UT， 和谐.) 

令 B= (8 ,a ,6 )oenwen 为 T1UT, 的 一 个 模型 。 则 由 3 
的 图 象 AST, A,B 能 同 构 铭 人 BHA b> bE 8B) 即 为 一 
司 构 映射 。 故 可 将 每 个 b SAT 和, 从 而 SSB, LH SETI 
T, BL, & (BS, odes ETS 的 初等 图 象 )， 故 由 命题 3.3, 有 
B<B, 

令 f 为 由 4 到 B' 内 的 上 映射 a->a(a€ dA), 对 4 中 任 一 
正 语句 ,着 WF? WT, EMA, PE T Am B’Ee, Mito 
(B' ,fa)ecsE op. PTA (A, 4)c¢ spos(B’, fa aca. 

由 以 上 即 知 (*,) 成 立 。 再 证 有 明 一 个 与 (*,) 对 偶 的 命题 ; 

(*,) 若 UposB, MAE 处 的 一 个 初等 扩张 及 一 个 映射 g: 
B -> A’ (W,gb)s¢spos(B,b sen. 

WIEC*,) & Las Hs Ak. 但 改 令 了 为 红 4 中 一 著 在 
st 中 成 立 的 语句 之 集 ( 即 外 的 初等 图 象 ), 而 令 T, 为 Ls 中 一 切 
在 8s 中 成 立 的 “ 正 命题 的 否定 "之 集 。 此 时 TUT, 仍 和 谐 ,( 因 : 
任 取 T, 的 有 限 子 集 T; 一 {gr} (1,* +s Pe 为 正 命 
Bi), SPH aVe VO MAM PET: 记 TPA IPA, 
i A (Arie - +2.) (下 (zx)) 在 田中 真 . 此 式 膛 辑 等 价 
Faas Jpn: xz) 后 者 为 正 命题 的 否定 , 故 由 AposB 易 
知 其 在 所 中 也 真 ， 所 以 存在 a, +, Ge 4， 能 使 U(x 
xz))[e ea 现在 ,把 94 BIR L1U{ds,,°++5 45,3 的 模 
型 路 开 (W404)s 则 由 上 可 知 ， 有 WE ITP, ---d,,), 
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从 而 有 WET. Mm WET. 有 ET。 所 以 TUT. 和 谐 。 
SA i HA Bee ee BR, LUT, Mik.) 

QW = Wao )oersen A MUTT, 的 一 个 模型 . 仿 (* 的 
证 明知 ,不 妨 设 每 个 a 即 为 sa 从而，3S%0 HA <X. 

& HBB A ABR bb(bE B)， 对 52s 中 任 一 
正 语句 9,8 W252 9 MYA SE. (A: 否则 有 Bs 
19, TPEeETa Mh We ne. Mit Ql,eo).c2= Ip, 5 bik 
AE PLA (N85) ee npos(B, > ees. 

FAL BNA (*,) ea. 

现在 , 设 & 的 模型 Wb, 适合 WET 及 A,posB,, 以 下 证 
BET, Wes ASB71. 1S 中 一 切 正 语句 所 成 的 集 作 为 其 
中 的 AL) 

重复 使 用 (*,) 及 (*,) ,可 得 两 个 相关 的 模型 链 


名 一 Ge oR Ut, eee 
AS 
F< < 、 Fy a ee 
使 

(WU), a ace 4, Pos( By , foa )ac Hos (1) 
(Ui, 7, 815 Joe 44.56 B, POS( By, fod, B Jae 45.56 Bye (2) 
(1, 7,815, 0" Joe 45,56 B,,2’¢ A, POS( Br, fog, b, 

fx" ue Ag bE B EA (3) 


对 每 个 aco, ft, BHU, 到 8,41 内 的 同 态 映射 .( 因 : 在 
(#,) FH (CQ, 2 Joc sp0s(B’, fa)oen 可 知 , f LH USS’ 内 的 同 态 
BRST SF AA 全 f+ 及 grr Shear. 对 此 二 者 ,举例 说 明 如 下 : 

例如 在 (3) 时 : fo 的 定义 域 为 Af 的 定义 域 为 4.( 宇 4,)， 
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;并且 ,对 任何 "6 Ay, ERE co HORE, MECH: 看 作 ee A, 
Ny) ew 的 解释 。 所 以 ， 若 暂 把 (3) 简 记 为 % pos Br, MWA Wi Ee, 
== ?wo 《下 命题 ), 从 而 Skea = ew, WINE B.A foe = fia (a 
BU a), PEL fon. 

又 如 在 (3) 时 : 若 4, 中 一 元 a’ FER h(E Bi 形状 , 则 由 
gw 二 a 有 Ed 三 eo, 从 而 Wed, 二 ev, Rb = fia = 412,6. 
此 式 对 任何 5€ B 都 成 立 .( 先 由 二 找 到 g16, 看 作 a ,然后 如 上 论 
证 ,) 由 此 可 知 ，g: 是 1-1 的 , 且 其 左 逆 映 射 gi Sh. 

At~= U%SB= USB, = Wf:， 则 由 每 fs 为 

n<u nw 


到 %,+ 内 的 同 态 映 射 及 fof 可 知 ，j 是 由 4 BIS. 内 的 同 
态 映 射 。 又 由 每 2 S 加 Si WA. A. RE BLE. (Arik 
LEB, REE m<w fF FEB, i emo = al € 4,GA,), ii 
hoa = {na fngnb = b, ) 

由 初等 链 定理 ,有 UK<°A,,3<S,. Hh WET 有 ET. 
但 由 题 设 知 , 工 对 同 态 保持 ， 再 由 上 有 眉 ， 即 有 BET, Mit, & 
B,<S,, XA: ‘SET, 

所 以 ,由 引 理 7.1 可 知 ,T 有 一 集 正 语句 的 公理 . GEE) 

推论 7.5 经 中 一 语句 分 别 对 于 (i) 子 模型 ,(ii) 模型 链 的 并 ， 
(ii) 同 态 象 保持 , 当 且 只 当 它 分 别 有 逻辑 等 价 于 一 个 (i) 全 称 的 ，(ii) 
全 称 存在 的 ,(Gii) 正 的 或 恒 假 的 语句 ， 

证 明 REG), (Gi), (ii) 仿 此 .) 

1 显 见 每 一 全 称 语 句 都 对 子 模型 保持 。 从 而 与 之 逻辑 等 价 的 
语句 也 如 此 . 

2. 反之 , 设 一 语句 9 对 子 模型 保持 , 则 由 定理 7.2 BT = 
te 有 一 集 全 称 公理 T.。 由 THFe 知 ， 存 在 了 的 有 限 子 集 = 
ty yn 能 使 Crop Mi, A (7 入 信人 yo) 六 p。 Bh, 
Yi 八 .… 信 7Y; 能 逻辑 等 价 地 化 为 一 全 称 语句 yr Mind ree. & 
Hel 易 见 ,有 9-7Y。 所 以 ,9 等 价 于 全 称 语 名 Y。 CIE) 

S 的 一 个 模型 U, 当 适 合 下 列 条 件 时 ， 称 为 w- 齐 次 的 .条 
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件 是 : 对 每 一 正 整 数 > 及 4 中 任何 > 元 组 aas 及 see? 
bn 如 果 有 

| (Was as) = (Ubi, 6), 
那 末 ,对 任何 an+iK A, BEE bart A 能 使 

CM, ary ,arnti) = CUO, +++ baa), 

如 果 w- FF RAY % 是 可 数 的 , 则 称 U 为 可 数 地 齐 次 的 ， 

命题 7.6 HURS 的 模型 。 如 果 扩 是 可 数 地 饱和 的 ， 则 
是 可 数 地 齐 次 的 。 MARU BATAAN: Ua RRR 
子 模型 ), 则 % 也 是 可 数 地 齐 次 的 .( 可 数 地 饱和 模型 及 原子 模型 的 
定义 见 第 九 章 .) 

证 明 1. 设 外 是 可 数 地 饱和 的 则 所 是 可 数 的 . 现在 证 明 
% 是 w- 齐 次 的 . 

WETTER 9, HAH 7 CHA ays +, an 及 bi,*……*,b， 
适合 

(My ca ,7) = (UA, + ++5d,), (1) 

记 相 应 的 语言 SU{c sen} La. FER arn€ A, 2(x) 
记 any RMA, y+ +, ee 中 所 适合 的 SY, 中 公式 olx) 的 全 
集 . 则 Se) THA, a, ,an)) 的 一 个 型 ,因而 由 (1 知 , 2@) 
也 是 Th((1,51,…… ,bs)) 的 一 个 型 .但 由 题 设 知 ,站 是 w- 饱 和 
的 , 故 知 存在 bai 4, 能 使 


《2 0， 0 EE bl, (2) 
又 由 3(%x) 定 义 , 有 
(A, a ,an EES) Lana]. (3) 


注意 到 2(x) 的 极 大 柱 , 则 由 (1),(2),(3) 易 见 , 有 
(A, Giy*°* 94n41) = (2, Dy Onarde 
所 以 , A 是 o- 齐 次 的 . 
2. 设 % 是 可 数 地 原子 的 , 则 是 可 数 的 ,现在 证 明 UE o- 
HRA. STHUE GY 中 的 完全 理论 Th(90). 
对 任 一 正 整数 x， 设 4 中 的 4 元 组 4,……,arn 及 和 pe 


9 80 « 


(as an) AG) (4) 
任 取 ani 4, 由 型 为 原子 的 可 知 ，a ,oa 适合 一 个 对 工 完 
全 的 公式 ple xs+1), 即 
UE px rs) ar aout, | (5) 
RP nO CSens plas x+ WG) 
AWE PCa ro)[e cand, 
由 此 及 (4) 易 见 , 有 
UR px + see) bb, 
再 由 中 的 形状 即 知 ,存在 bai € 4, 能 使 
WE p(x xngr) [bres baal. (6) 
任 取 OS 中 公式 90(xi*……xnti)， 由 (5)， (6) 并 利用 P (za xn+i) 
的 对 了 工 完 全 性 易 知 : 
MIFOCx sxe) Carden) BARS 
WHO Cay: xy Lb: bead, 
由 此 即 易 见 
CU, ai Arti) = CU, digs + +s baat), 
TVA, UE o- 齐 次 的 .《 证 毕 ) 
定理 7.7 ”可 数 语言 S 的 每 一 可 数 模 型 都 共有 可 数 地 齐 次 
的 初等 扩张 ， 
证 明 ER 邑 的 一 个 可 数 模 型 2%. 
1. 我 们 先 构 作 的 一 个 可 数 的 初等 扩张 % 使 适合 : 对 每 一 
正 整 数 # 及 4 中 任何 2 元 组 aa 及 六 po 如果 有 


(Wo, ai， ，4n) = (Wo, bs: *、 ,bs), (1) 
BBE ,对 任何 Angi € 4 都 存在 bnar€ A,, 能 使 
(A, Qty°* °° , Gn+1) = (WW, bi, ay > bait). (2) 


& Lm Ueda Ao}, 

对 每 一 正 整数 ny, 每 两 个 # 元 组 4 "Adn€ Ay 及 by, “Ty 
ba € 4 之 适合 (1) 者 ,及 每 一 ans € 4o 引 进 YM Ue, ,5,7 中 
一 个 型 | 

Zea, 5 eae) = {les Cost): pln tax )A 


。 Bi e 


Hass A WE plas tar) Lar sandal}. 
CHa) ) aA, Shep eo eye) es Th((W 页) 的 二 个 型 
及 一 个 (50 二 外 的 ) 新 常量 “ 及 语句 集 

Z(c) = Z(c, cc). 

令 T 为 % 的 初等 图 象 〈《S 中 的 理论 )。 并 令 工 为 了 与 -- 切 
如 上 的 2(c) 的 并 集 。 由 .可 数 易 知 ,上 述 的 诺 2(c) 只 有 可 数 
多 个 , 故 不 妨 记 工 为 

T= TUSZS(c) U33Ce2) WU Ee ; 
以 下 证 明 并 和 和谐， 

由 诺 3,(ci) 定 义 知 ,每 个 Bic) 都 对 人 封闭 .现在 证 明 , 对 
AFAR] TE BE om Be EAA ce Bi Cer) +++ 50m Ee Zn(cm), TU {oo,.…: 
On} 都 和 谐 . (从 而 由 紧 致 性 定理 即 知 , T 和 谐 . ) 

对 每 个 i(1 Si < m) BG; = Cre oi0), 则 由 (61) 
定义 有 


> 


Wo (xe eye) Lai ainiain trl. 
从 而 有 WE (Sx) 0; Cea, Con,7). 
再 由 定义 Zi(c;) 时 所 设 的 
(Wo, ai °° »Gin;) 三 (Ws bn > Pin; ) 
可 知 ,有 WE (Sx )aCesea-- “Coin;*), 
卜 存 在 we to, FETE 
WE oC coi cunt) ol(i = 1,+++,m), 
所 以 , 作 Y Ulcara€ Act U leis: co 的 模型 W = (Masa, 
… 50m Jae dos 就 能 使 
wErUin,: gO gir: 
所 以 TU tc oo 和 和谐。 从 而 工 和 谐 . 
任 到 工 的 一 个 可 数 模 型 总. CY 可 数 及 UW PREM, T 
所 在 的 语言 = YU, ess et } 可 数 ， 所 以 站 存在 .) 
并 令 UH W, 在 Sf 中 的 归 约 。 
HST 可 知 URW, APRERICS HE WX. WHE 
BA % 具有 构 作 前 所 要 求 的 性 质 。 
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设 A, 中 的 ”元 组 013 **%y ae 及 Piy ig Dy 适合 (1)， 开设 
qrnr Ay, 则 出 相 及 的 型 (co te, IER. A 
UWL Cx. xnr)[a aada+I， (3) 
HUET 及 工 定义 可 知 , 有 (对 于 与 此 相应 的 oO) 
EE(cs, coc). 


从 而 有 WE Zax: -xqx)[b.:-+5,6), (4) 
(其 中 ,2 为 中 中 对 该 < 的 解释 ,) 又 由 < 加 及 (3), 有 
0 之 (xi “xnx)[a ands+i]. (5) 


由 (4),(5) 及 xxexz) 在 经 中 的 极 大 狂 即 得 (2)。( 视 5 为 
bast. ) 

2. 重复 1. 中 的 构 作法 ,可 得 一 初等 链 

2 一 2 一 9 一 er , 

令 3 一 Useol 则 由 初等 链 定理 知 ，% 一 %。 并 且 由 诸 %k 可 数 
Al, 2 可 数 。 以 下 证 明 % 为 o- 齐 次 的 . 

对 任 一 正 整 数 x， 设 4 中 的 * 元 组 ea ea 及 by be 
适合 

| (la an) = (ALA, - ++, by). (6) 
并 且 annie 4, WH UME, 存 任 me w 能 使 a, s+, ay, 
anilyb *sbn€ Am, FRA UnKA 及 (6) ,可 得 
(Uns ea an) (A sb). 
再 由 Unser 作法 知 ,存在 nar € Amid, FEE 
(Utis saat) SE (Uni his bt) 
由 此 及 3 到 2 可 得 
(Ua, aoti) (Ub dear), 

所 以 ,A 是 w- 齐 次 的 ，〈《 证 毕 ) 

命题 7.8 (i) 设 久 为 一 可 数 地 齐 次 模型 。 并 设 4 中 的 ”元 
组 mas 及 如 ，,…,b。 适合 

CU, ai … ar) (A, bi, bs). 
则 存在 由 2% 到 % 上 的 自 同 构 映 射 z 能 使 
Ta) 一 .六 Tas) = dg, 


¢ $3 » 


全 


— = 


f 


et 


>. 


也 


为 o- 齐 次 , 即 易 证 UH o- 齐 次 的 . 
3.(ii) 的 一 个 方向 (条 件 的 必要 性 ) 是 显然 的 。 以 下 证 另 一 方 
lal. 
KRAUSE S 的 两 个 可 数 地 齐 次 模型 , 它们 实现 SY 中 同样 
的 (有 限 个 变量 的 ) 型 。 
把 U,B 的 元 素 各 列 出 如 下 : 
Crylay03 "+ (T) 
b,, 52,43, ee ee . (iI) 
3.1. 取 ai， 改 记 为 a, REE UREN S 中 的 ) 型 为 
23i(x)。 则 有 


WEF, x) [fa], (a) 
由 题 设 知 , 在 (ID) 中 存在 5;( 改 记 为 51), 能 使 
SE 2,(2,) [41]. (Ps) 


3.2. 在 (ID) 中 取 第 1 个 未 用 到 的 元 ， 改 记 为 by。 设 1,0) 在 
3 中 所 决定 的 型 为 2.012), 则 有 
BE 2, (4401) [6142]. (Bs) 
上 且 由 (8B,) 可 知 ， 2(r)SZ(xrix2), 由 题 设 知 ， 存在 ay ,a} € 要 ,能 
使 
AED rr) fata?]. (3) 
再 由 2.(x) S3,( 421), 可 得 
MEF, (a) Loar] 
由 此 及 (cj) 及 21) ARAMA CU, 4i = = (Ua), FH ate A 
RU o- 齐 次 性 可 知 , 存 在 (D) 中 的 元 ( 改 记 为 ) az fe Car, 
ay) 三 (A,a1,41)。 由 此 及 (3) 可 得 
AE 22(2142) (193). 《oa ) 
3.3. 在 (IT) 中 取 第 1 个 未 用 到 的 ( 即 aa 之 外 的 ) 元 , 改 记 为 
ay, 1542543 在 所 中 所 决定 的 型 为 32(Cxyxzzyxz), 则 有 
WE 3:(xkxaxs)[aiaza3]. (os ) 
以 及 Za(xirz)SZ:(xaxaxzs)。 再 仿 3.2. 论证 ， 可 知 存 在 ( 开 ) 中 的 元 
《 改 记 为 ) 5;, 能 使 
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BE F(x 2273) 1 5:b:55). (8:) 
3.4. 如 此 继续 ,可 得 一 个 电 外 到 加 上 的 上 映射: 
a, —> by,a,—> bd > bees - 。 
并 且 ， AFA Co.) C8, ), Cor), C82), Cas), Gs), Freer ay Al t f 1-! 
AY, FA UB] BS AQT BR. 
4. 现在 证 (iv )。 设 
UMA MA (§ < 7). 
是 一 个 可 数 初 等 链 (? 为 一 可 数 序 数 ), 其 中 ， 每 一 A 都 是 可 数 地 
齐 次 的 , 且 两 两 同 构 ， 
SUM Vee Me. WWE GIA: 
U 是 可 数 地 齐 次 的 . (4) 
又 由 每 个 < 站 易 证 ,对 于 S 中 每 个 型 Za re) 能 在 Y 
中 实现 的 充分 必要 条 件 是 能 在 一 个 %k 中 实现 . (ABIL A; fal 
沟 , 所 以 ,对 每 个 UMA, US Ue 实现 经 中 同样 的 (有 限 个 变量 
的 ) 型 。 再 由 (4) 及 (证 ) 即 知 , % 与 Ue fa, (证 毕 ) 
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第 八 章 内 播 定 理 


定理 8.1(Craig AEH) REARS 中 的 语句 ¢,¢ 适合 
PKHd WHE & 中 语句 6 能 使 : 

(i) PFO HHA OY, 

Gi) EOPWRNS—-KARES(SSR), RRASREH 
PTS ABE PD HBL, aR EE > HBL, 
(9 称 为 9 与 中 间 的 一 个 Craig ABA.) 

证 明 ”用 反 证 法 ， 我 们 假设 在 9 与 中 间 不 存在 Craig 内 插 语 
A) RR PAT? 的 一 个 模型 , WSR Ped FB. 

设 在 ?中 出 现 的 诸 关系 符号 、 函 数 符号 及 常量 符号 所 组 成 的 
语言 为 乡 :。 由 几 中 出 现 的 诸 符号 组 成 的 语言 为 G2 APRS 
= iVU Li. Le Lo= EAE AR EL 之 外 取 一 个 可 数 无 
限 的 新 常量 符号 集 C 一 (es, ca cp 1 e B’= LUC, 
Pom LoUC Lr LUC LI GUC, 

对 于 多 ,中 的 理论 了 及 SPOR U0 ,如果 不 存在 经 ,中 
的 语句 0, 能 使 TRO 且 V 乒 0, 则 称 了 与 己 为 不 可 分 的 . 

1. 先 证 明 : To。 二 49} 与 We 一 人 人 不 可 分 。 假 着 有 DoF 
语句 6 能 使 PHO A dE 761K 6 中 所 出 现 的 C 中 常量 都 在 c+， 

cn 中 , 令 i, ye 为 不 在 6 中 出 现 的 = 个 不 同 的 个 体 变 

量 . 由 于 ci … oe KES 中 出 现 , 所 以 由 9 上 (cs ,cs) 可 得 
pe (Va: a "Wn ) O(u,- : “Un )3 CA PE 16C a,» = ,cn) 可 得 6(ci， 
-,e) Fb, AAV ws)9 (wo DE’ HUE AA, 
(Ways +e )O( > zxo) 是 9 与 中 间 的 一 个 Craig 内 插 语 句 , 与 前 面 
所 设 不 合 . 

2. 把 Ai RSL PHBA AF: 

PosPisPast ss °° : Pos Piss , 
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现在 分 别 构 作 OR 络 : 中 两 个 由 有 限 理论 组 成 的 可 数 无 限 序 
列 ， 
fp} = ToCTECT,C. +s > 
{Tp = UCUCUGC 

作法 如 下 : 设 Ta Un GAH BAAR. 

2.1.89 Talon} SU, N.S Tat = Tm, 

2.2.4 TrUlen} 5U, ADD, HA pw 不 为 (3x)o(x) 形 
状 , 令 Tra = TmU{Pm}. 

2.3.8 TmU {Pn} 与 U0, 不 可 分 ,并 且 Om 一 (3x)o(x), 在 C 
中 任 取 一 个 不 在 Tn,U, 或 pm 中 出 现 的 常量 符号 c (由 Tr Un 
有 限 知 < 存在 ), 令 Tux = 了 TnU{pm,0(c)}. 

2.4. 若 了 与 UmU {gm} 可 分 , 令 Unis U i 

2.5.8 To 与 UmU {gw} 不可分, 并且 On AH Car) p @) 
形状 , 令 Una = Um (Pm). 

2.6.45 To 与 U,U{O RAD FA 4m (Sr )oG@), 
C 中 任 取 一 个 不 在 7，U。 或 $m 中 出 现 的 常量 符号 2, > 
Uns 一 UU {pn,p (ad)}., | 

3, 现在 证 明 ， 7, 5U; ADAG = 0,1,2,--+°°- ). 由 1. 知 
To 与 Uo 不 可 分 , 设 已 有 Th, 与 UV 不可分, 证 Ten S Un。 不 
可 分 ， 

3.1. 若 To 一 T。 且 Ua 一 Un FABRA, Ta 与 
U mis 不 可 分 。 | 

3.2. 4 Tri TmU lem) # Tm A Una = Un. 此 时 ， 
由 OT nas 定义 知 , 必 是 2.2.0. 2.2.9 RRA, Ta 与 
Uni 不 可 分 ， ; 

3.3.78 Tan = T mU{@mso(c)}5 月 Us 一 Um。 此 时 ， 由 
Tnti 定义 知 , 必 是 2.3. 的 情况 , 且 Pn ™ (Sr)o(e), 假若 Tawi 与 
如。 一 U, 可 分 , 则 存在 So 中 语句 9(c)(6(c) 未 必 合 “) ,能 使 
T maiF=OCe) §. U nak 10(c), 由 Ta+FoO(c) 陆续 可 得 (注意 由 
2.3. 知 , < 不 在 T。,U0m 或 pw 中 出 现 ) TwnU LPmbEolc) + Oe), 
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{PmitECVy (oly) 一 0(y)) (y 为 一 不 在 了 so 或 O(c) 
中 出 现 的 变量 ), 7, Ue E Gyo) 一 (3y)9(y)， FH en 2 
KEIRA TAULe SFE (S/O). 另外 ,由 Up 6(c) BEBE AY 
 Un=(Wy)76(y) Un=(ay)OG). ULES, Tn U Lem} 
与 0U; 可 分 ,与 2.3. 的 条 件 巴 看， 所 以 Ten 与 Uwm+i KID. 

3.4. 4G Uni = UnU{gm} 关 Um 此 时 ,由 Umi 定义 知 , 必 
是 2.5. 的 情况 。 由 2.5. 的 条 件 即 知 ， 了 Tri 与 Un HUD. 

3.5. 若 Uwii 一 UmU {pmp(4d)}。 此 时 ,由 Una 定义 知 , 必 
是 2.6. 的 情况 , 昌 oO, = (Arde). 假若 Tau Une Ast, 
存在 So HIRD O(¢d), FEE TO) BR U,znE6(2), malt 
仿 3.3. 可 得 Taney 0G UU {vw} 三 (VY)9(y), 从 而 ， 
T mor 与 U, UO nd AD, 2.6. ORE AIS. 所以， Ten Uo 
不 可 分 . 


4. 令 To 一 UT), Us= U VU;， 由 3. 易 证 7 与 Us 不 可 


分 。 由 此 易 知 ,Ts 和谐 且 UL i. A: 假若 To 不 和 谐 Do 
中 语句 一 (a 三 01) 作 为 6， 则 有 TOR Uso 上 了 0, 从 而 了。 与 
U。 可 分 ,与 上 矛盾 。 假 车 Us 不 和 谐 , 仿 上 可 得 矛盾 . 

5. 现在 证 明 ，7。,U。 各 为 V1.4) 中 的 极 大 和 谐 理论 . 

假若 和 谐 理 论 Ts 在 纪 : 中 不 是 极 大 的 ， 则 存在 多 : 中 语句 
p ,使 pTs 且 ToUfte 和 谐 , 从 而 又 有 (mp ) 拓 To。 设 gp 为 
pm, 则 po 并 ti 再 由 Tar 定义 可 知 , 必 是 2.1. 的 情况 ,如 TT，U 
{ons SU, 可 分 。 所 以 存在 SO 中 语句 O, HT, U{pm} 上 9 且 
Uwm 上 了 0， 从 而 又 有 TK en 7-9, FRA TK’ 一 0 及 ULE 
6, 249% po HLA, FES HED, 使 TEC’) 
一 0' 及 Uo 上 "0'。 由 以 上 可 得 TEC VG’ 及 ULE T6V 8"), F 
是 Ts 与 UV 可 分 ,与 4. 矛 厦 。 所 以 Ts。 在 经 ,中 是 极 大 和 谐 的 ， 
仿 上 可 证 UL ES, 中 是 极 大 和 谐 的 . 

6. 再 证 明 : T.NU. So PRAM. 

出 4. 显 见 TU. 和 谐 ， 现 在 证 其 极 大 性 。 ERGO 
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名 0, 由 5. 知 ,或 o€ Ts 或 (一 co)cT。 并 且 , 或 o€EU。 或 (下 0) 
EU。 但 由 7T。 与 V0。 不 可 分 知 ,不 可 能 ce T。 而 (一 co)eU。， 
也 不 可 能 (To)€ 7T。 而 oc€ Us。 故 必 : Roe T.NU.,R( 0) 
ET.NU., ARAB og To。 站 U0。， 则 (Io) € ToN Vo, 从 而 
(T.NU.) U{ci 不 再 和 谐 . 


7. FER To 的 一 个 模型 男 — (B,, 5b, 51, bs ) (其 中 ， 
b; 解释 rey es ). & A, = {bb2b3 78° }, 

7.1. 现在 证 明 , 4. 对 于 ,31 中 的 函数 及 常量 封闭 , 从 而 ， 以 4， 
为 论 域 可 以 构成 区: 的 子 模型 w= (5202 ). 


TLIRF AS, PE 元 函数 符号 ， 它 在 3 中 的 解释 为 
PK G, FER 和 pe 4, MES G(s,,---,6,) AB, 
RA BE (ar) (Flo,---¢,) 三 *), 设 此 语句 为 px, WH BE 
Ts。 及 T, 极 大 和 谐 可 知 ，qpm《 Te, 假若 pm Timers WEB 2. 中 
Tan+l 定义 知 , 必 是 Ta U {pat 5 Un 可 分 ,从 而 Te( 二 7T。U{L9。)) 
与 U。 可 分 ,与 4. 不合， 所 以 pm《 Ten. BB To 定义 知 , 必 是 
2.3. 的 情况 ,从 而 存在 ce C ,使 (F(c .ce)= ¢,) € TST. 
再 由 GiE-T., BNR, 7 Bi HA GCC 0) = 6, € As, 

7.1.2. 设 。 为 人 1 中 任 一 常量 符号 (e 未 必 在 C 中 )。 仿 7.1.1， 
WA, A BEG Ce 圭 x) 以 及 (对 某 ECB 三 ck， 由 此 
可 知 ，e 在 3 中 的 解释 6 一 bi € A,, 

7.2. 再 证 明 WW 上 ET。。 证 法 是 ,对 于 oS 中 的 一 切 语句 o RH 
结构 归纳 证 明 : | 

Meo MARY Biko, (1) 

7.2.1. 若 5 为 原子 语句 , 则 由 WOS, 可 知 (1) 成 立 ，。 

7.2.2. 老 ca 为 一 co 或 wm 人 ao 形状 ,用 归纳 假设 易 证 (1) 成 立 。 

7.2.3.6 9 为 (ar)r(s) 形 状 ， 设 ac 为 On, WH Bo, 则 由 
BET. 及 Te。 极 大 和 谐 可 知 ，pwe Te, BH 7.1.1. 可 知 ， 存 在 
c,€C tle € Tmn 忆 To, 从 而 有 SiFzr(c)。 再 由 归纳 假设 ， 
可 得 Werle), MILAM Wee, 反之 ， 如 果 wee, MAL 
bi € A, Wr (w)[b,], 由 此 有 MT(c), 再 由 归纳 假设 ,有 
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Birla) ,从 而 有 Bee, 


8. 任 取 U, 的 一 个 模型 Bi (B,, d;, d,,d,, pee ee? SER, 
解释 Cys om 12535025"), 令 A; = {ds , 42,43, A ye 则 仿 
上 可 知 , 以 4; 为 论 域 可 以 构成 3; 的 子 模型 ‰ — Oh, a1, dr, d;， 
ea vee ) ,并 且 UWEU.,, 

9. 设 %n 在 经 ,中 的 归 约 为 义 ,90 在 过 6 中 的 归 约 为 六 > 
Tk Se )， 现在 证 明 : 4 sd UY Bl WW 
的 同 构 对 应 . 


9.1. 若 刀 ==5,, 则 Wee =e, RH WET. UETIN 
U。， FHA Ts。 几 VU。 ARK MBNA, Coo He )ET.NUL. 

WEUL 有 UWETLNULU Ama UEC = ¢)), BM di = di, 

9.2.8 刀 关 bj;, 仿 上 可 短 di 天 dj, 

9.3. 对 于 允 , 中 任 一 ?元 函数 符号 F, REE UM RAH 
的 解释 各 为 G,G;. 

对 任何 6; ,°°-,5;, 及 bi. BG Gib, ,6i,) = Oi, WE 
9.1. BIR, Gild;,,°-+,d;,,) = ai, A Gi(bi ,bi,) 4 bi WH 
9.1. FIR], Gild;,,°-+.d;,) * dj, 

9.4. 对 于 SPE -KREBAS ¢, REE UT RU 中 的 解释 
各 为 Cs 5 02 。 

Aa 6, WY Ute = Ceo Heth 9.1 可 知 , 有 Use = Ch 
即 a, = d,, 若 Oy 关 6, WE a a, a 天 di, 

9.5. 对 于 弘 。 中 任 一 mw 元 关系 符号 P, RE UR % 中 的 
解释 各 为 R,,R;. 

对 任何 久久 仿 9.1. 可 证 : RiCd;,,°°+ ,Pi ) 成 立 当 且 
只 当 Ra ,…… ,di,) 成 立 . | 

10. 由 9. 知 ,上 是 由 % FB UPS EAP, aS, 2; = 4. 
人 ) ,而 把 UF 与 UF 等 同 起 来 , 记 作 A, 

此 时 , % 可 看 作 是 对 3* 增加 了 对 于 oA, 中 符号 的 解释 ， 
U 可 看 作 是 对 %* 增加 了 对 于 SAS 中 符号 的 解释 .所 以 ,9 与 
Wh 可 以 合并 为 语言 ga US:UC 一 0' 的 一 个 模型 Y, 


.eg 。 


由 20F7T。 可 知 , 也 有 %FT。 特 有 Weep, OWEU, 可 
Al, 也 有 WEUL, 特有 WETS, 所 以 WEPATNY, Kits 
Pp 上 所 ww，。 这 与 定理 的 题 设 矛 盾 . 

Pr EP SP LAR Craig NIE OE. CEH) 

定理 8.2( Robinson 和 谐 性 定理 ) 设 61,4, 是 两 个 语言 而 
Y= LANG, WMRTES 中 的 完全 理论 ,而 TDPT RMD 
T Dale SG, PAM Bic. TU7: 是 语言 Mie, 
中 的 和 谐 理 论 . 

WAAR RE TUT, 不 和 谐 , 则 由 紧 致 性 定理 可 知 ,存在 它 的 
有 限 子 集 FUL, AMF, 其 中 MST, UCT. aH U4 
庄 语 句 的 合 取 ， 02 为 23 中 诸 语 句 的 合 取 ， WWE HL {o1,02} 不 和 谐 ， 
从 而 有 uo, 由 Craig AHA, FES 中 语句 6, 使 
ore 8 OE 9. 

显 见 TLFo, RA TLE 6, 再 由 T, 和 谐 可 义 1， Tite 16 , A Th 
由 TT 有 7 了 芒 一 9, 再 由 工 的 完全 性 可 得 TRO, MPA 7 
,从 而 由 6-4. ATR, BAT, MRA, 70, 
THO, SEF RB. 

所 以 TUT, 是 和 谐 理论 ，( 证 毕 ) 

RES S 中 没有 函数 符号 或 常量 符号 ， 对 于 此 种 YL 以 下 
将 介绍 一 个 较 强 的 内 插 定理 。 为 此 ， 先 介绍 经 中 一 个 符号 在 语 
名 中 的 正 出 现 及 负 出 现 。 设 9 为 绎 中 一 个 语句 ， 其 中 的 命题 连 
接 词 只 有 A,V :站 出现 ( 没 有 -一 > ,< 一 等 ). ks Bo 中 一 个 符 
号 , 若 p 中 有 :* 出 现在 偶数 个 一 的 辖 域内 ， 则 称 * 在 ?中正 出 现 ; 
若 ? 中 有 s 出 现在 奇数 个 一 的 辖 域内 , 则 称 :在 9 中 负 出 现 . (5s 
Ze PP HOPE EL, ha B.D) 

定理 8.3 (Lyndon AEH) RBS S 不 含 函数 符号 或 常 
HAS. URS 中 的 语句 ,中 适合 EO, WEES 中 语句 
9 适合 : 

(i) 9pF-6 且 OF¢, 
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Gi) 每 个 在 9 中 正 出 现 的 关系 符号 ,也 在 中 及 由 中 正 沁 现 .每 
个 在 6 中 负 出 现 的 关系 符号 ,也 在 了 及 由 中 负 出 现 . 
(0 称 为 9 与 中 间 的 一 个 Lyndon 内 播 语句 。) 

证 明 ”假设 乡 中 不 存在 如 上 的 6。 以 下 握 此 证 明 存 在 PA 
Tb 的 模型 ,从 而 与 题 设 ped 矛盾 ， 

仿照 定理 8.1 ASTER S1., 108 Y= HU), 
LR Li LI LL | 

一 个 含有 简写 符号 V ,3 (基本 符号 为 人 ,一 ,Y) 的 公式 ,如 果 
只 由 原子 公式 及 其 否定 经 人,V ,3,Y 构成 , 称 为 否定 标准 形 (nnf) 
的 。 显 见 每 一 公式 都 能 等 价 于 一 个 nnf 公式 . 不 妨 设 9 及 由 部 
是 nnf AR, AME 经 ' 中 任 一 个 含有 V ,3 的 公式 c ,我们 
由 一 出 发 ， 按 照 “ 先 缩小 每 个 一 的 辖 域 ,再 去 掉 每 两 个 相连 出 现 
的 一 ”这 种 自然 方式 作 膛 辑 等 价 的 变换 ，、 可 以 得 到 唯一 的 nnf 公 
式 ,以 下 用 o* 记 此 公式 . (并 且 可 以 看 出 ,对 于 儿 ' 中 每 一 符号 在 
To 中 的 每 一 出 现 ,在 上 述 变 换 下 不 改变 其 正 负 性 .) 

SOX 人 V1 中 一 切 适 合 下 列 条 件 的 nnf 语句 ac 的 集合 22， 
中 的 每 一 关系 符号 ,车 在 o 中 有 正 出 现 ， 则 在 F 中 也 有 正 出 现 ; 车 
在 o 中 有 人 负 出 现 ， 则 在 PF 中 也 有 人 负 出 现 . 令 更 为 根据 由 类似 地 定 
义 的 #2 hnf 语句 的 集合 ， 

对 于 多 ;中 的 理论 了 及 Si 中 的 理论 如 ,如 果 不 存在 6 € ON 
8 He TKO A UVF 一 6, 则 称 T,U 为 工 - 不 可 分 的 (以 下 在 本 
证 明 中 简称 不 可 分 的 )，( 注 意 ,由 于 当 6€ Ong 时 未 必 有 O*e 
gf 下, 所 以 工 -不 可 分 性 不 是 对 称 的 ， 即 : OT, U 为 L- 不 可 
分 ,未 必 能 得 U,T 为 L- 不 可 分 .) 

1. 先 证 明 ， Ty) 一 {ph 5 U, 一 {19} 不 可 分 . 假若 有 Oem 
Nv 能 使 gE 上 9 A Ide 716, RR EE 8.1 证 明 中 的 1. ,可 得 oe 
(Ya tp)6( = eg Way en OC a Ed, MEU (Wu, 
tp OU en END, Mit, BE PS IAI—* Lyndon 内 
播 语句 ,与 前 面 所 设 不 合 . 

2. 把 V1 及 ;中 的 语句 分 别 列 出 如 下 : 
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fos P1929 : do ss Pas i : 
现在 ， 分 别 构 作 V1 多 ,中 两 个 由 有 限 理论 组 成 的 可 数 无 限 序 
a: 
{p} = TST,CT,G:::-- : 
{1p} = UCU ESE. : 

作法 如 下 : 设 TU, 已 作出 , 且 为 有 限 . 

2.1. 一 2.6.《 与 定理 8.1 证 明 中 的 2.1. 一 2.6. 在 文字 上 全 间 .) 

3. 现在 证 明 : 7 与 VU; 不 可 分 (i = 0,1,2..……… ). 由 1. 知 ， 
To 与 Vo 不 可 分 . 设 已 有 了。 与 V。 不 可 分 ,证 To 与 Oo 个 
可 分 ， 

3.1. ,3.2. (与 定理 8.1 证 明 中 的 3.1., 3.2. 在 文字 上 全 同 .) 

3.3. 基 Ton 一 TU {pms oc)} 有 有 Un = Un, 此 时 ， 由 
T nti 定义 知 , 必 是 2.3. 的 情况 , 且 Pm™ (Sr) oC), 假若 T+ 与 
Una ™ Os 可 分 ， 则 存在 O(c)ED N (O(c) 未 必 会 ¢), 能 使 
7Tn+iFo(c) 且 U,R O(c). 再 仿 定理 8.1 证 明 中 的 3.3. ， 可 得 
TmU {gn} (ay) OG) Un T(ay) Oy). MH 6(c)e9n 
显 见 ，(3y) 9(y) € ONG. AULA, 7T,U lyons SU, 可 分 ， 
”与 2.3. 的 条 件 矛盾 。 所 以 了 。 与 Uw+i RID. 

3.4.( 与 定理 8.1 证 明 中 的 3.4. 在 文字 上 全 同 .) 

3.5.《 仿 定理 8.1 证 明 中 的 3.5. ,注意 ,由 0(d)e BNyw EM, 
(Vy)OCWE PNG.) 

4. 令 To 一 UT,U.= U U;。 由 3. 易 证 7 与 Us 不 可 
分 。 由 此 易 知 ，7。 和 谐 旦 7。 和谐 .( 仿 定理 8.1 证 明 中 的 4. , 注 
意 (a 三 4) 及 a 三 cl 中 无 有 2 到 中 关系 符号 出 现 ， 故 都 在 
Ng 中 .) 

5.1. 证 To 为 经 ;中 的 极 大 和 谐 理 论 。( 仿 定理 8.1 证 明 中 的 
5. VER OC BN 有 (6V6)eg9ng.) 

5.2. 证 Us 为 红 ; 中 的 极 大 各 谐 理论 。 假 车 和 谐 理 论 U 在 
1 中 不 是 极 大 的 , 则 存在 多 :中 语句 上 各 使 EU, 县 UVoU 
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和 谐 ,从 而 又 有 (146) E UL, 设 几 为 Ons WW Ont Umi, HB 
Umi 定义 可 知 , 必 是 2.4. 的 情况 , 即 Ta SURAU{O SA. 
存在 pe ONa, HEH To 且 UmU {gm} Ee, Mita 
Uo + (10), FHA ToFo 及 ULE’ > (Me), RA 
ba bo EU HLA, FE PP CONG, HEE TLE 及 ULE 
(146) > (7e'), HULA, ToKR eA’ R UL TMehe'),& 
WU CeAe')¢ ONG, TH T. SU, 可 分 ,与 4. 矛盾, 

6. 取 了 了。 的 一 个 模型 Bi = (B,,41,42,43,°°°- °° )， 由 于 纪 中 


没有 了 送 数 符号 或 常量 符号 ,所 以 ,以 4 一 {b, b1,b:, i ea } 为 论 
域 能 构成 Bi 的 子 模型 WM 一 (和 ,64,61,6; ess ). FEWER, A 


也 是 T。 的 模型 。 证 法 是 ， 对 于 oO 中 一 切 语 名 5 按 其 结构 冯 纳 
证 明 : 
Meo 当 且 只 当 Bk, (1) 

6.1. 若 o 为 原子 语句 , 则 由 WCB say, (1) Ry. 

6.2. 若 0 为 io, Rahn 形状 ， 用 归纳 假设 易 证 (1) 成 辽 ， 

6.3. 若 0 为 (3x)r(x) 形 状 , 设 0 为 On. 

6.3.1. 如 果 BE, , WH 对 7T。 及 Ts 极 大 和 谐 知 ， € 
T。 于 是 有 TU {qm} 忆 To, 再 由 Ts 与 Vs 不 可 分 可 知 ，TmU 
tp 与 不 可 分 ,所 以 ,在 To 的 定义 中 ,不 能 是 2.1. 的 情况 ， 
再 由 pw 形状 可 知 , 必 是 2.3. 的 情况 .所 以 ,存在 cj EC 使 tr(c,)€ 
TanSTo MA BFr(ci)。 青 由 归纳 很 设 可 知 ，%Fr(ci) ,从 
而 有 WE (Sr)r(x), | 

6.3.2. 反之 ， 如 果 WE(ar)r(x), WHE 6€A, 使 WE 
tix)lo1, Mine Wer(e;), 再 由 归纳 假设 可 知 ， BiEr(e;) ,从 
而 有 Bk (ax)r(x), 

再 取 U, 的 一 个 模型 Bi 一 (B, 41,4254, RON ) , 则 以 A; = 
tddad } 为 论 域 能 构成 B, 的 子 模型 W = (WW,di, di,d;， 
有 )。 并 且 仿 上 可 以 证 明 : WEUV., 

7.& sb; ed, = ls 2 3 ee )。 现 在 证 明 : 4 是 由 A, 
到 A, 上 的 1-] 上 映射。 
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7.1.38 6; = 6), i) UWE =c,, 再 由 %FT。 及 7 了 。 极 大 和 
谐 可 知 ， Ci = €,€ Tae 假若 Ci 一 ci 大局。， WY 由 U. 极 大 和 谐 可 
知 , (ci 三 chEU。。 VA og Hee ONY MU AAT. Ue 


dj, | 

7.2.4 6 # bj, WO EWE di # dj, 

8. 以 下 将 对 2s 的 模型 % 及 经 ;的 模型 % 各 作 某 些 改变 . 
现在 先 说 明 在 改变 模型 时 所 遵循 的 一 些 准 则 . 

考虑 5 中 的 任 一 rw 元 关系 符号 R。 设 它 在 4 及 9 中 的 解 
释 分别 为 A, 上 的 关系 G 及 4; 上 的 关系 Gi. 

8.1. 若 R 在 ?中 有 正 出 现 , HAH, EP PRED, b 
ATH. 考虑 任 一 组 6 ,bi © Ar, 

8.1.1.4 Gi(Bi ,6bi,) 成 立 ， 则 %FRGc ciw)， 和 再 由 
WET. 及 Ts 极 大 和 谐 可 知 ，RCci……… oi,)e To. BERG, 
cin) Uo, 则 由 Us RAMIBAA, (TR) € Uo, (Ae 
WL Rec DEGNG, 从 而 76 与 0。 可 分 ， 54.977. 所 以 
R(ci,: . “Cin, ) €U., 8H WEU. BIR, Gi(4;,, ; oS a; , RIL. 

8.1.2.4 Gs(4di ,di, ) 成 立 , 则 仿 上 有 (TR(ci i, )) 
€U,, 假若 R (ci 1) E Tos WHEA (TR (ci*** ci,))€ 
To, (IRC, EON Mii T. SUL WD, 54. FIR 
以 ，R(c ci VE Tus FH WET. BUA, GiCdi,,---, 4,,) Be 
as | 

由 8.1.1. , 8.1.2. BIA, 7. 中 的 1-1 BRST 4 RGSS RA 
系 Gi,G;:。 这 时 ,对 GCC: 都 不 作 改 变 ， 

8.2. 车 R 在 9 中 有 且 只 有 正 出 现 ， 在 史 中 有 正 出 现 . 考虑 任 
一 组 和 8, € Ais 车 GiB; ++, O,, RIL, WG 8.1.1. 可 
知 ，G2(4di,,*… ,di,) 也 成 立 。 故 可 将 4 上 的 mm 元 关系 Gi 扩大 为 
一 关系 Gi, BBA: 对 任何 bi ,bE Ar, Gilbi,5 °° + ,bi ) 成 
立 当 且 只 当 Gild;,,°°+ di, ) 成 立 ， 从 而 可 知 , & RA Gi, G2, 

8.3. 若 RR 在 9 中 有 且 只 有 负 出 现 ， 在 中 有 人 负 出 现 。 考虑 任 
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一 组 obj g++ bs © Aas 若 Gi(bi,,… bi) 不 成 立 , 则 伪 8.1.2. 可 
Kl, Gild;,-++,4;,) 也 不 成 立 . 下 可 将 A, 上 的 mw 元 关系 缩小 为 
一 关系 6 : 对 任何 6 bi, € Ae, GiCbi, so) 成 
WHARM Gid;,,:-+,4:, BIZ. Mima el, 4 保持 G1,G. 

8.4. GREPHAARAEHS FPHRHRARMH. 此 
WE Gi 扩大 为 Gi BME 56; °°, 8, € Ar, GO 
都 真 ; 将 G: 扩大 为 Gi, 使 对 任何 di-++, di, € Aa, Gd °° 
di,,) 都 真 。 从 而 ,4 保持 Gi,G), 

8.5. 若 尽 在 9 中 有 县 只 有 负 出 现 ,在 史 中 有 且 只 有 正 出 现 . 此 
时 ,将 Gi 缩小 为 Gi, 使 Gi 对 4, 中 任何 m 元 组 都 假 ; 将 C: 缩小 
为 G, 使 G; 对 4; 中 任何 m 元 组 都 假 。 从 而 ,4 保持 GG), 

er 在 中 只 有 正 出 现 . B 
虑 任 一 组 di ,*… ,di,€ Ar: 若 GO ,… ,5b;, RAL, WG 8.1.1. 
可 知 , Ga(d; ,*……， aan 故 可 将 Ga 缩小 为 G2, 使 适合 : 对 
任何 di ,-… ,di € 42.,4H RY CI ,… ,bi ) 成 并 时, Gs(di,， 

4) 成 评 。 从 而 可 知 , 4 保持 G1,G. 

8.7. 若 尺 在 PF 中 有 正 出 现 ， 也 有 人 负 出 现 , ZO PRA 
邯 虚 任 一 组 di; ++, a; € Aa: Bi Gild;,, +++, 4; ) a, VG 
8.1.2. WH), Gild,,,°°-,4:, ) 也 成 立 ， 故 可 将 G: 扩大 为 Gi, 使 适 
A: 对 任何 d; ,…… ,di,€ 43, 当 且 只 当 G1(b ,6bi,) 成 并 时 ， 
G2(4i 3 BIZ. MIR, 4 保持 GiGi, 

9. 设 DPom={R,---, RP}, SHE UN RU, 中 的 解释 各 为 
Gi, GP 及 Gy, ,Git， 对 每 一 对 GY, GY 都 根据 R” 
在 pid 中 出 现 的 正 负 情况 依 8. 中 准则 进行 改变 , 则 Ba 
BW Si DRE) WwW, eRe). 令 WW 在 经 v 中 的 
妇 约 各 为 UR Us, WH 8. 可 知 ，&k 是 由 UF Sj Ue 上 的 周 构 对 
Ww. PO, Soke CU 5 wt SLC: 把 每 一 5&; SAF 
d,), *it, HW Sw 合并 为 2' 的 一 个 模型 %， 以 下 将 证 明 
JaF=p 和 站 ,从 而 与 题 设 的 ped FB. BEN, EPS ¢ iA) 
必 有 Lyndon 内 插 语 句 6 存在 ， 


3 
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10. 现在 证 BA: WEp A WETS, Mii HO. HUA 
(A 是 及 OBER, WEPATS, | 

Uy 也 可 看 作 是 由 % 逐步 依 8. 改变 GM, +--+, 6 而 来 的 ， 记 
HOH)” ,把 (3 人 9 中 的 G9 改变 后 记 为 《对 )9, 把 (站) 中 的 


Gi HAR AIL (MH), ,把 (OE? 中 的 GV 改变 后 记 为 
(21), BY (QP 一 9, CHEE, MIM, (MY, 一般 不 再 


是 7' 的 模型 , 但 此 处 所 进行 的 逐步 改变 ,只 是 按照 8. 的 各 情况 中 
所 说 的 结论 来 改变 , 而 无 需 再 顾及 8. 的 各 情况 中 那些 说 明 性 的 论 
证 。 因 为 那些 论证 只 是 说 明 各 种 改变 的 可 能 性 ， 在 逐步 改变 开始 
前 ,有 了 8. 中 一 次 总 的 说 明 就 够 了 .) 

10.1. 首先 ,由 PET. RUET. TH UMEG. MEH WEP 
证 明 (M)P ES, 

10.1.1. RD 为 8.1. 情况 ， 则 由 Mh = CMY HE CON, 
Gi? 并 未 改变 ,所 以 ,此 时 《w) 就 是 (4) ,从 而 有 (20) Fe. 

10.1.2. 若 Re 为 8.2 情况 , 则 由 WM PE (34) 时 ，Gi? 扩 大 了 . 
但 由 于 此 时 RY 在 PF 中 只 有 正 出 现 , 故 由 %FF 可 知 , A Cm)” 
六 pp。 为 了 如 免 符号 烦琐 ， 现 在 对 9 的 一 个 有 代表 性 的 特例 说 明 
此 事 如 下 : RPA 

Vendy. VV xa (R(x) AR? Crys) Ave) V 
(R (2392) A ))s (在 PHAZE R HSL). 

并 设 (M1) — (A, GY, G,---, GP )Ep, RIE (%)'? = 
(41, GY ,GD GM)Ee, CAH GP cei.) 

BE (CM) 的 论 域 改 记 为 41. EM a, ae 41 (=4,), 
(CU) Fp 知 ,存在 6,66 41 A 使 

CM) Vx 3 yy px x2 V1 Va ts Vs) Lai a2 by ba), 
(此 处 ， 灿 (xz +--+) RRP PHRMA.) AHEM a€ 
Av AEA EE 66 A. = An, 
(U1) FE Br x2 Vs Ya x3 Vs) Las a2 by ba as 5), 

ta BOZE CM) 中 : 或 CGI? Ca, AYA GI Car, bi) A+++: ), 或 
(GP (a 6) A )， 故 由 GS GY 可知 , 在 《六 4.)? 中 ; 或 
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(GP (ca)AGID(a bs) A ee ) ,或 (Gi (43,42) A Fok Mer, © ); 
于 是 有 

(MYDD ES p(x ta Vt ya Xs Vs) [ar a2 bs B, as bs), 
出 此 及 O15 42, 21, d, a3, Bb， 的 取 法 即 知 ,有 (WYP, 

10.1.3. 若 RD 为 8.3. 情况 , 则 由 Mh HE CU) PRS, GIPHENT. 
但 由 于 此 时 R? 在 9 中 只 有 负 出 现 ， 故 由 ME aR, ACH)” 
Ep, ESAT 10.1.2. 说 明 . 也 可 如 下 看 : 把 “一 Re” 暂 看 作 单 一 
符号 , 则 它 在 9 中 只 有 正 出 现 .而 (0 中 对 它 的 解释 是 "人 Co”， 
它 比 "一 GCC” (6 中 对 一 Re 的 解释 ) 扩 大 了 。 

10.1.4. 若 RY 为 8.4. 情况 ， 仿 10.1.2. 

10.1.5. 若 RY 8.5. 情况 ， 仿 10.1.3. 

10.1.6. 若 RH 8.6. 或 8.7. 情况 ， 仿 10.1.1. 

10.2. 仿照 10.1, 由 〈(%)oFF9 出 发 ,讨论 RS 的 各 种 情况 ,可 
以 证 明 〈(%n)% 扩 ;再 陆续 作 类 似 的 讨论 ， 第 & 次 后 即 得 UW’ 一 
(M)PEy, 

10.3. 类 似 地 ,由 一 bE UL. 及 WMEVU. 可 得 WEA, 从 而 有 
WEP (57d SHA nnf 语句 )。 由 此 出 发 仿照 10.1. ,10.2. 讨 
论 ,可 得 92 片 匀 ,从 而 有 WEI, GER) 

在 Lyndon 内 播 定理 的 基础 上 ,可 以 证 明 一 些 保持 性 定理 , 例 
vu 

定理 8.4 设 9 是 语言 S(FTUSHRAASREBAS) A 
的 语句 ， 则 ?在 同 态 象 下 被 保持 的 充分 必要 条 件 是 : 9 还 辑 等 价 
于 纪 中 一 个 正 语句 6, 

定理 8.4 是 定理 7.4 的 特例 . 关于 它 的 利用 Lyndon AE 
理 的 证 明 略 去 。( 见 文献 L81. ) 

定理 8.5 设 P 是 语言 必 ( 可 以 含有 函数 符号 及 常量 符号 ) 中 
的 语句 ， 则 ?在 亚 直 积 下 被 保持 的 充分 必要 条 件 是 : 9 逻辑 等 价 
Ff 中 一 个 特殊 Horn 语句 . 

2 的 一 些 模 型 UG 通过 一 个 指标 集 I) 的 亚 直 积 是 指 : 诸 
% 的 直 积 了 的 适合 下 列 条 件 的 子 模型 8:3 在 每 一 坐标 i 上 的 
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射影 都 等 于 Ay, 

9 在 亚 直 积 下 被 保持 是 指 : BS % 上 pe6 1), WAU 的 每 
一 亚 直 积 Bg. 

YS 中 的 特殊 Horn 语句 是 指 : 有 限 个 形状 为 (Yxz xm)。 
(4,76)G=1,-:>, ORBAaWAR. 其 中 每 个 少 都 是 正 公 
式 , 每 个 6 都 是 原子 公式 ， 

定理 8.5 的 证 明 略 去 . (网 文献 [9]. ) 

例如 ,一 个 环 (结合 环 ) R 在 Jacobson 意义 下 为 半 单 纯 的 充分 
必要 条 件 是 尺 适 合 OG 一 {十 ，,*,0} 中 的 下 列 语句 pi: 

(W2)((Wxy) (aa) (Cazy + u = xzyu) A 
(xzy +u = uxzy))—>(z =0)), 
(证 明 见 文献 [10]，p.9.)qps 是 一 个 特殊 Hon 语句 ， 从 而 由 定理 
8.5 可 得 : 

推论 8.6 ”若干 半 单 纯 《jJacobson 意义 下 ) 结 合 环 的 任 一 亚 直 

积 仍 是 半 单 纯 结 合 环 ， 
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SAR ”可 数 语 言 中 的 完全 理论 


在 本 章 中 , 设 SDS 为 一 可 数 语言 . (可 数 指 有 限 或 可 数 无 限 . 
Fie.) 

RUE S 的 模型 。 WMRUOSRA ThA) 的 每 一 模型 
中 , 则 称 % 为 一 素 模 型 . 

KU SNR, 如果 并 能 初等 媒人 和 信 ThA) 的 每 一 
可 数 模 型 中 , 则 称 为 一 可 数 地 于 模型 . 

设 T 是 双 PYRE Bite JES 中 的 公式 。 如 果 
对 乡 中 每 个 公式 baer), FH TEV a: + ta) Cp (xz xn) 
> brie an) BR TE (War: en) Cpl: xa) > WC: ++ ee) 
ABTA A aR IL, MURR ?为 对 了 完全 的 . 

RUE SD 的 模型 。 如 果 外 中 每 一 wn 元 组 a, +--+, an 都 能 
适合 经 中 一 个 对 ThA) 完全 的 公式 0(x4 xs)， (n = 1, 2,3, 
…*), 则 称 A 为 一 原子 模型 . 

定理 9.1 HTS 的 模型 ,下列 三 条 件 等 价 ; 

G) A 是 素 模 型 ， 

(it) A 是 可 数 地 素 模 型 ， 

Gi) 是 可 数 的 原子 模型 ， 

WA 1. 由 (让 证 (i). Th 是 可 数 语 言 S 中 的 和 谐 理论 ， 
故 由 LST 定理 知 ，Th() 有 可 数 模型 ,再 由 (Qi) 可知。 可 数 。 又 
HG), UROSRA Th!) 的 每 一 可 数 寞 型 中 。 所 以 最 是 可 
数 地 素 模 型 

2. 由 (证 (ii). 设 UE RHR RD, Ml UM AR. 以 下 证 
a 是 原子 模型 ， 

设 7 为 任 一 正 整 数 ，41,:… :an 为 人 中 任 一 ”元 组 。 现 在 证 
AR: 和 中 存在 一 个 对 Th(0D 完全 的 公式 Co xzo) 能 被 al， 
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…*,an 适合 . 

令 T(a sn) L 中 一 切 被 a1,… ay 适合 的 公式 所 成 的 
集合 . 对 于 T = Th(s0 的 每 一 可 数 模 型 SAGA, FEMS KH 
人 f:UX<S, ATR, B 中 的 # 元 组 fas,… fen 也 适合 T(x*… 
to). PA, 能 在 工 的 每 一 可 数 模型 中 实现 ， 从 而 由 省 略 型 定理 
所 ,TT 不 能 局 部 省 略 T, 即 了 局 部 实现 T, 所 以 ,， 中 存在 与 工 
和 谐 的 公式 p(x + +x) ,使 对 一 切 7(x1.……xs) ET, 都 有 

TE(Vx xn) (pCa: ox.) > 7 (rr )). (1) 
又 由 T 的 定义 可 知 ,对 5 中 每 一 个 至 多 含 自由 变量 4,…… ,x 的 
公式 g(x xn), MOET 或 (Tw)e TT。 由 此 及 (1) 可 知 ， 在 
TE(Vx + xn) (pr tn) > Crs en) ) BR TRV a: xp) 
CeCe + en) 一 外 (二 to)) 中 至 少 有 一 条 成 立 , 再 由 9 与 了 和 
谐 可 知 , 恰 有 一 条 成 立 ， 所以, 9? 是 一 个 对 T 一 ThA) 完全 的 公 
式 . 又 易 见 ET: 即 (rzxs) 能 被 ca, … an 适合 ， 

3. FAGH)UE (i). 设 外 是 可 数 的 原子 模型 ， 其 论 域 4 = {a， 
qa,42，""*} 《有 限 或 无 限 ), 令 T= ThA). ERT AR 3, 现 
在 证 明 站 能 初等 嵌入 3 中 ， 

AGH), a BAS 中 一 个 对 T 完 全 的 公式 alm), KA 
7 片 (3xo)9po(xo) ,从 而 ,由 SET 知 ,也 存在 bE B 适合 Golx). 

由 (ii) 又 知 aa, 适合 VS 中 一 个 对 工 完全 的 公式 Pi(xox1 ). 
由 Pol xo) Mt T 5642 BM, 

TE (VW 20) (Gol x0) — (a3) p(xor )), (2) 
及 TE(Vxo) (po to) —> 1321) (ror)) (3) 
中 恰 有 一 条 成 立 ， 但 a 适合 9o(xzo) 及 (3xz)9i(xzox)， 所 以 (3) 不 
成 并 ,从 而 (2) 成 立 ， 再 由 如 适 合 po(xo) 及 (2) 及 SET 可 知 , 存 
在 和 6 了 ,能 使 名 ,六 适合 pi(xor1). 

如 此 继续 寻找 2;D 及 P25P35°°° 

现在 利用 po, G15 h25°° OT T ANSE EVE, PRG f: an > bm 
(m= 0,1,2,-+- eH UF SAM MS RA. 

On IAL 中 任 一 公式 ,ai 5a, AUPE—* 
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元 组 . 令 m = max(iy,+ ++ yin) 
BUMP (yn: ys)[ar…*ai,], 则 显然 也 有 

UE ri La i ], (4) 
其 中 (xi… i,) 为 把 中 自由 的 六 :7 分 别 换 为 ti - +, 
xi。 有 所 得 的 公式 . (不 妨 设 x, 157+ tm MARE CBB, SO 
意 Xia "°° Xi, 中 可 能 有 重复 的 变量 . ) 把 内 (x;° -- x;,) 改 记 为 
PC xox xm)) 则 (4) 可 以 改 记 为 
UE pC xoris xn)[aod say). (5) 
沙 虑 aa ,4m 所 适合 的 完全 公式 Pm (xox * Xm). 由 (5) 及 
Pm 对 了 的 完全 性 易 知 , 有 TE (Vxoxi stm) (Pm ror xm) 一 
p( xox": te): 再 由 SET 及 bo, b15°° . ， b,, 适合 Pm( %o ey 
+m ENR, BH BE elon: ++ xn) Lbob1--+b,). BAO Rd: 的 来 历 
即 知 ,有 BES(y,- yo) [6 6,1, HAD BES -¥,) Ufa, 
fa;,). 

若 UE by + Va) Las cr]， 则 MET PCy ss Malay ee 
qi,1, 仿 上 可 证 SE7¢(y,---y,)[fa;,---fa,1, 从 而 ,有 SEO: 
=e “Yala; ai,]. 

所 以 , f SER MENS 中 的 初等 媒人 映射 。( 证 毕 ) 

定理 9.2 〈 素 模型 的 唯一 性 ) 若 US REY 的 素 模型 ， 并 
HUA=B Maes, 

证 明 ”由 定理 9.1 AUS 都 是 可 数 的 原子 模型 ， 者 中 或 轨 
AA, NH C= S 及 命题 1.1 aA, USB. WHR A,B 均 
为 可 数 无 限 。 把 A, B 都 排列 成 序 型 上 的 良 序 集 ， 并 令 T= 
Th(4) = Th(S), 

a 是 4 在 上 述 良 序 下 的 第 1 个 元 素 。a 适合 到 中 一 个 对 
了 完全 的 公式 Pole) MA 3EE(3axo)9oo(zo) ,从 而 也 有 BSE Cx) 
Pols). 任意 取 定 B 中 一 个 适合 qo(xo) 的 元 素 , 记 为 bo. 

再 在 B\4 如 } 中 取 在 上 述 展 序 下 的 第 一 个 元 素 , 记 为 b,。bo,b， 
aA 中 一 个 对 了 完全 的 公式 wo (xy 1), Wi do 适合 (Sax) 
9i(xoxi)。 再 由 如 适合 pols) 及 pol xo) 对 TI 的 完全 性 易 知 ， 有 
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2. 芭 之 ， 设 工 为 原子 的 .我 们 利用 广义 省 酷 型 定理 来 证 明了 
具有 原子 模型 

对 每 一 正 整 数 p， 令 Tas xn) 为 和 中 一 切 形状 为 TW 
Car NAAM RRA, KE 风 是 对 了 工 完全 的 公式 ， 

现在 证 明了 局 部 省 略 每 一 T,. 设 xx) 是 2 中 任 一 
个 与 工 各 谐 的 公式 ,由 了 工 为 原子 的 可 知 , 9 对 了 可 完全 化 ,所 以 , 存 
在 中 一 个 对 了 工 完全 的 公式 7, 能 使 TE eee) CTYCz 
tn) 一 pz xz)) 由 此 易 知 ,p 和 7 ST Mis, Min pA TV 17) 
TMF. (A47 €T,, MULT BART, 

由 广义 省 略 型 定理 可 知 ， 存 在 了 的 可 数 模 型 所， 它 省 略 每 一 
Ty, FER 外 中 的 4 元 组 0 …: on: 则 它 不 能 实现 To, 所 以 ， 它 至 
少 不 适 合 某 一 (一 )e FT， 也 即 a1,… ,4a 适合 对 了 完全 的 公式 
Ji za)， 又 由 了 完全 可 视 TA TAM, ， 所 以 , % 是 一 个 原子 
模型 . 《证 毕 ) 

RUE S 的 模型 。 如果 对 于 ANT aIRTRY, &, 
一 Ut{cs:a&€ Y} 中 每 一 个 与 Th(Xy) 和 谐 的 公式 集 T(x) 都 能 
在 Uy HEB, WAH o- 饱 和 的 ， 如果 县 为 可 数 且 为 o- TA 
的 , 则 称 % 为 可 数 地 饱和 的 . 

命题 9.4 HUES 的 一 个 o- 饱 和 模型 ，Y 为 4 的 任 一 有 
限 子 集 。 则 Sy 中 每 一 个 与 Th(%fy) 和 谐 的 公式 集 Pla: xn) a 
能 在 Uy 中 实现 . 

证 明 对 7 归纳 。 当 n 一 1 时 ,由 w- 饱 和 模型 的 定义 知 , 命 
题 为 真 。 设 n 一 一 1 时 ,命题 已 真 , 现在 考虑 n 一 《 Wi. 

Ty: zi) 是 一 个 与 了 一 ThUy) J 谐 的 公式 集 。 不 妨 设 
T 对 于 公式 的 合 取 封闭 ( 易 见 不 影响 讨论 )。 令 PCa era) 一 
43xx)7Y (x xz) YETS WT BST Mik. CA: BrSerm 
谐 知 存在 工 的 模型 3 及 其 中 元 素 51,.…… ,bx 能 实现 工 , 从 而 易 见 
bry cet, Op FEU’. ) 故 由 归纳 假设 可 知 ， 存在 Uy 中 的 元 素 
129" "5304-35 能 使 

WEI’ Cry: xxi) [a .ar-il, (1) 
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2 Y= VU {a+ saat, 则 Y' 仍 为 4 的 有 限 子 集 .考虑 
经 y' 中 的 下 列 公式 集 《以 下 把 cu 简 记 为 cgi = lye, R-1) 
P(x, ) = P(e: "* Ck-! Xe), 现在 证 明 T(x ) 与 7 一 Th( A,r) 和 
a. 为 此 , 由 命题 2.2.7 知 ， 只 需 证 明 T, 的 每 一 有 限 子 集 都 与 7， 
和 谐 . 

任 取 r, 中 有 限 个 公式 Y Ce: *°Cp-3 Xk) ，， “7 (ec: °° Cp-t 
x,). 则 与 此 相应 地 有 Vile tR)s° "“ ”3 Y n(x ies x,) € r(x: 7 
x)， 和 再 由 关于 工 的 题 设 知 ， 其 合 取 也 在 工 中 ， 从 而 由 并 定义 有 
(Ax) Cri Gare aa) AeA Tae DET. BC) aa, 
AWE (x) (rr: : “x, ) Aces NY mle . ‘xt)) [ay:- "ak-1], Mim. 
人 存在 ak € A ,能 使 WE CC: : “x, ) A 人 Yo 和 “zk) La: is 
pastel, (注意 ok 与 YY 有关 .) 由 此 又 可 知 , sw 上 (7i(c， 
as “Ck-iXh) Ness AT ale: -C,-s¥,) La, ] PRU {ri(a "Cp ide) 
“Tm Cpt, pg T, Mik. 

Tix) 5 7, 和 谐 及 % 为 o- 饱 和 可 知 , 存在 Myr TEE 
ak 能 实现 mxzk) ,也 即 : Ay f= re: 7° Ope x,)[a,). 由 此 可 知 ， 
AWE Cx: . ox, )[ar° * at], 所 以 ， P(x: : "x, ) 能 在 ay 中 实现 。 
《证 毕 ) 

RTA Sf PAH, F(a: WS 中 与 了 和 谐 的 公 
Ake. WAM 红 中 每 个 公式 q(x.… xs) 都 有 PET R(T) 
€ 2, 则 易 知 Wy) AH 中 一 个 与 了 和 谐 的 型 ,也 称 为 工 在 
2 中 的 一 个 型 

定理 9.5 RTA S 中 的 完全 理论 , 则 T 具 有 可 数 地 饱和 模 
型 的 充分 必要 条 件 是 : 对 每 一 正 整数 :7 在 和 中 只 有 可 数 多 个 
含 ” 个 自由 变量 x,…… ,x。 的 型 . 

证 明 1. 设 T 具 有 可 数 地 饱和 模型 U. 由 命题 9.4( 取 了 为 空 
集 ), 对 每 个 正 整 数 2, SABES T 一 Th(%) 和 谐 的 型 2(z 
xn) 都 能 在 世 中 实现 .但 电 的 二 元 组 只 有 可 数 多 个 ， 而 每 个 ”元 
组 只 能 实现 ! 个 型 . THES 中 只 有 可 数 多 个 型 ， 

2.RZ METER, THES 中 只 有 可 数 多 个 含 ”= 个 
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自由 变量 x,,--- 2, 的 型 。 以 下 构 作 工 的 一 个 可 数 地 饱和 模型 ， 

RH = P/UC RH C 一 {cicacs } 为 一 可 数 无 限 的 
新 常量 集 。 对 C 的 每 一 有 限 子 集 Yc 二 {cos cr) 令 Syr= 
UYec， 易 知 , 人 y PST MiB TOSS PST MEN 
AM (x xnx) 之 间 存 在 1-1 对 应 。 故 知 在 Sy 中 与 和 谐 的 
型 FTGx) 也 只 有 可 数 多 个 ， 此 外 ，C 的 有 限 子 集 Yc 也 只 有 可 数 多 
个 . 所 以 , 可 以 把 一 切 Sy 中 (Yc 为 5 的 有 限 子 集 ) 一 切 与 工 和 谐 
的 型 T(x) 统一 排 为 一 个 可 数 序 列 

ToCx) T(x), T(x) (1) 
另外 ,把 SL" 中 一 切 语 句 也 排 为 一 个 可 数 序 列 
Pos qi ”"。 
然后 , 构 作 多 "中 一 个 理论 序列 
T= TCT CT SG ¢*%, 

使 适合 下 列 诸 条 件 ( 对 每 个 mew): (i) 7T。 为 一 和 谐 理 论 , 并 且 
只 含 C 中 有 限 多 个 常量 。 (ii) 或 pm ETwns BR CVn) © Tmt 
(iii) 若 pm€ Tas 并 且 为 (3x)p(x) 形 状 , 则 存在 cEC 使 OC) 
ET ass. Civ) Bae) Tai MIB WEE 4 EC 使 Tw(a)S 
T mite (Tm RTE MRR, 可 仿照 省 略 型 定理 的 证 明 .) 

ab U 7。 则 由 (i):(ii) 易 知 ， To 是 SC’ 中 的 极 大 和 谐 


理论 ， 利 用 (证 ) 可 以 证 明 , Ts。 有 一 模型 W = CU, ag, a3, as,°-*) 
能 使 4 = {as,42,43,"…}, 从 而 4 是 了 工 的 可 数 模型 。 现在 证 明 %f 
是 w- 饱 和 的 . 

任 取 4 的 有 限 子 集 Y= {ai,,… ,ai,}. 把 w- 饱 和 模型 定义 
中 所 说 的 sey YL Ufcs 956, FIRM L Ulery con， 


BDA) EIT LAY Sy. 1k 3(x) 是 Sy 中 任 一 个 与 Thy MIF 
的 公式 集 , 现 在 证 明 3(x) 能 在 Uy 中 实现 . 

把 3(x) 扩大 为 SG, 中 一 个 与 ThA) 和 谐 的 型 T(x)， 则 
(x) 显然 也 与 T 一 Th(30 和 和谐, 所 以 它 在 (1) 中 出 现 , 设 T(x) 一 
T(x)， 现 在 证 明 T(x) 与 7。 和谐: RE TAG) 不 与 7。 和谐， 
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则 由 命题 6.1 可 知 , 存 在 T，(x) 的 有 限 子 集 {Y1(x),… ,71(%x)} 不 
与 了 T。 和谐 ,从 而 由 WET. WR, WE TSe)(i@As: Ar, 
(x)). 记 此 语句 为 p， 则 易 见 pgp€ Th). 再 由 9 的 形状 可 知 ， 
(x) 不 与 Th(s0) 和 谐 , 与 上 不 合 。 所 以 ,Tax) 与 To。 和谐， 从 而 
与 了 w+ 和谐。 再 由 (iv) 可 知 ， 对 于 某 eC, A Ce )ST ms 
(S To)， 从 而 有 WET,Cc). AKAM, A FT Gla] 及 
Wy 上 奢 ZCx)[ai] ,中 SRA My 中 实现 . 

所 以 ,TT 具有 可 数 地 饱和 模型 MA. GE) 

推论 9.6 设 T 为 y 中 的 完全 理论 。 车 工 只 有 可 数 多 个 不 
同 构 的 可 数 模型 , 则 了 具有 可 数 地 饱和 模型 ， 

VER ik HE EER ES 中 一 个 与 和 谐 
的 型 。 现 在 证 明 2(x.……*,) 能 在 T 的 一 个 可 数 模型 中 实现 ， 由 
3(Cx xn) 与 工 积 谐 可 知 ， 存 在 工 的 模型 男 及 其 中 一 个 = 元 组 
加 yp 能 使 男 睛 320 se Mabel, HTM EBS 经 
= LU {a co (cc 为 新 常量 ) 中 有 B 一 (3, 4, 

++ ba ET USC en). 再 由 M1 可 数 知 ,存在 可 数 模型 % 一 
(Na as)FTUZ(Cc sen). 由 此 即 知 ,， SC zx) 能 在 工 
的 可 数 模型 4 中 实现 ， 

由 上 上段 及 题 设 可 知 ,对 每 个 正 整数 >， 在 经 中 只 有 可 数 多 个 
ST 和谐 的 型 3(x..……xs), 故 由 定理 9.5 知 ， 了 具有 可 数 地 饱和 
模型 . 《证 毕 ) 

引 理 9.7 RX = SF U {ec} (c 为 新 常量 )， MAME 
的 w- 饱 和 合 型 ,a 为 4 中 任 一 元 素 ， 则 = Aa) YL’ 的 w- 
饱和 模型 . 

TEA 任 取 4 的 有 限 子 集 Y. 在 Sy 中, 设 B(x) 是 一 个 与 
Th( Wy ) 和 谐 的 公式 集 。 以 下 证 明 : > (x) 能 在 My 中 实现 . (从 而 
WE w- 饱 和 的 .) 

把 3'(x) 中 一 切 < 都 换 为 ,可 得 (经 ww)y = Mou 中 一 个 
相应 的 公式 集 2,(x)。 现在 证 明 21005 Thay) ANE. 

由 2'(x) 取 法 知 ,存在 Sy 的 模型 3 = (S,4)), 
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By = WCB (G4), == (A,a)y), (i) 
并 且 , 存 在 Be 3 ,使 
By 5’(x) 18], (2) 

lay, tite. SH— cy*(7》e YA, Ma (B,4)y 
中 对 < 的 解释 & 作为 对 ec。 的 解释 ,而 把 (如 ,5)y 看 作 Maw WE 
型 。 同 时 , 可 以 把 (La)y 中 对 < 的 解释 作为 对 c 的 自然 解释 ， 而 
把 (外,a)y 看 作 Lowy 的 模型 Mwuy。 在 此 看 法 下 ,由 (1) 可 知 

(B,5)yEETh( (A,a)y) = Th( A yy). (3) 
且 由 (2) 易 知 “ 
(B,b)yE 2.) (8), (4) 
由 (3) 及 (4) 即 知 ，Z21(x) 与 ThA uy) AF. 

2. 若 a€ 了 Y。 此 时 有 Wee =e MAO), Shak, 
从 而 ,5 也 是 By 中 对 <, 的 解释 ， 所以， 此 时 仍 可 把 ( 吕 ,5)y 看 作 
是 Yow =fy) 的 模型 同时, 仿 1. 知 ， 可 以 把 (A,a)y 看 作 
Souy 的 模型 Mwuy( 二 %y)。 在 此 看 法 下 ， 由 (1) 仍 可 得 (3)， 且 
由 (2) 仍 易 得 (4)。 所 以 仍 有 2.(x) 与 Th(3twuy) 和 谐 . 

由 2.C%) 与 Thay MRR UA w- 饱 和 可 知 , 存 在 a 4, 
能 使 

MourFE 2, Ce) {a}. 
由 此 可 知 ( 仿 1. 及 2. 中 看 法 ,但 反方 向 看 ) 
AEs’ Cx) [eo], 
所 以 (x) 能 在 Wy 中 实现 . 《证 毕 ) 

定理 9.8 若 ,3 都 是 的 可 数 地 饱和 模型 ,并 且 二 3， 
Wil Ws B, 

证 明 BURSHAR Wh 二 MAA Ae SB, WEF 
设 U.S HAMMAR. 把 4,B 各 列 出 如 下 : 

20yd1y 0 。 (1) 
by,bi,bi5°**, (2) 

取 ao 一 6。 令 To(Gxs) 为 YS 中 一 切 被 o 适合 的 公式 (xy 所 

成 的 集合 , 则 显然 To) Thk(30 = TSMR. RH SA w- 
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饱和 可 知 , 存 在 Oe 3 ,能 适合 Tole), 任意 取 定 一 个 这 样 的 疙 ， 
并 改 记 为 bo, 

令 Po= L Ulced(es Aya Fs BE), WY Wh = CUA, ao) 与 Bo = 
(8,5) 都 是 So WRB HAHA REBA, W=SB. 57>. 
UB 为 o- 饱 和 及 引 理 9.7 HA, SB tA o- TAA. 

再 取 (2) 中 第 1 个 未 用 到 的 〈 即 5 以 外 的 ) 47, MIdA aA. & 
站 (x) 为 双 。 中 一 切 被 六 适合 的 公式 (x) 所 成 的 集合 ， 则 显然 
T(x) 与 Th(S) = ThQ%) Mi, MH MA wo- 饱和 可 知 ， 存 在 
a,€ A 能 适合 Tie). 任意 取 定 一 个 这 样 的 ck, 并 改 记 为 a 

令 1 一 HU. 为 新 常量 )， 则 A — ha) = (A, 
do) 与 B= (B, ,5:) (B 9,5.) FE NSB FFA 2. HY 
EAA, %U=S3,, BH, HM, B 为 o- 饱 和 及 引 理 9.7 知 ， 
1,3, 也 都 是 wo- 饱和 的 ， 

再 取 (1) 中 第 1 个 未 用 到 的 ( 即 a, a 以 外 的 ) a1, 改 记 为 a, 
并 仿 上 找 刀 。……*。 如 此 反复 进行 ， 则 可 知 ao, a1, a3," 穷尽 了 
A 3b, b:,h1,-°- HRT B， HAAR, AA, a,01,0,°°°) 三 (3， 
by5b,,02,°°*), 

HESS, BR fs es > n(n = 0,1,2,-°°) BH UABE 
的 同 构 映 射 。 所 以 Us B, (证 毕 ) 

RUE SST, MR ThA) 的 每 一 可 数 模型 咱 都 
HE Ue RA UO, RR % 为 可 数 地 万 有 的 . 

定理 9.9 SHRP URW MRD RE MwA AN. 

证 明 设 久 为 乡 的 一 个 可 数 地 饱和 模型 ,A 显然 是 可 数 
的 。 任 取 Thks0 的 一 个 可 数 模型 轻 ， 现 在 证 明 3 能 初等 嵌入 w 
中 . i B= {560,b1,52,-**}. 

取 bo, 令 MWAH 中 一 切 被 % 适合 的 公式 所 成 的 集合 . 显 
然 To(x) 与 Th(S) 一 ThA) AA, MHA o- WMA, FE 
aC A 能 适合 Tox). 

BD =L leo}(co 为 新 常量 )，9h = (AU, aw), B= (B, 
bo), WW Hoe 取 法 知 ,20 = SB. Sb, HUH o- fa MAA, WM 也 是 
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w- 饮 和 的 . 

BRA, 1) 为 人 ;中 一 切 被 刀 适 合 的 公式 所 成 的 集 
&. BR 了 (x) 与 Th(3,) 一 Th(30) 和 谐 , 故 由 台 为 o- 饮 和 知 ， 
存在 ac A 能 适合 T(x)， 

令 1 一 LY ler} (ci AHH), AU = (%,a1) = (A, as, 
a,),B, = (B, ,) = (8, 5, 4) Whe REA UW= 3B. BH, 
由 好 为 w- 饱 和 可 知 , Wi 也 是 w- 饱 和 的 ， 

再 取 b;, 仿 上 得 d29°"", 如 此 继续 进行 , 则 易 见 有 (1， Go, Ui, 
0 *) (8B,b0,01,601,.-). 

由 上 易 知 ,映射 f: bs 一 a(n 一 0,1,2,…) 是 由 到 到 有 内 
ROSA. GER) 

注 “本 定理 的 逆 命 题 不 成 立 ， 由 第 十 章 例 4 可 知 ， 存 在 可 数 
地 万 有 模型 , 它 不 是 可 数 地 饱和 的 ， 

定理 9.10 ARTEL 中 的 完全 理论 ， 若 TT 具有 可 数 地 饱和 
模型 , 则 了 也 共有 可 数 的 原子 模型 

TA ”假若 并 没有 可 数 的 原子 模型 , 则 由 定理 9.3 A, TARE 
原子 的 ,从 而 存在 双 中 一 个 与 和 谐 , 并 且 对 了 不 可 完全 化 的 公 
式 (xz +a). 

特 知 ?不 是 对 工 完 全 的 . 所 以 ,存在 双 中 一 个 公式 OC: 
xn) ,使 在 TE(Vx.*: tn) (p(x: 2) > PCr) ) STE(V a, 
so txn) (pais xn) > TbCa rn ) 中 不 是 恰 有 一 条 成 立 。 但 由 
9 与 了 和 谐 可 知 , 此 二 者 不 能 同时 成 立 , 故 必 同时 不 成 立 。 由 此 易 
1, pCa seen) A TWbhCa sen CL FICHE pola: ze)) 与 om 
xn) NOC te CA FICHE pies.) BST MIR, 并且 由 
对 工 不 可 完全 化 易 见 ,qn 与 gi 也 都 对 了 工 不 可 完全 化 。 

由 po 仿 上 又 可 得 pu 及 pu， 由 qi 仿 上 可 得 pw 及 qu， 它们 
也 都 是 与 了 和谐 ,并 且 对 工 不 可 完全 化 的 ， 如 此 继续 ,可 得 如 下 的 
无 限 树 ; 


elit 


eer awa 


对 于 每 一 个 由 0, 1 组 成 的 无 限 序 列 :一 (50,5,5，"…*), 在 上 
述 的 树 中 有 一 个 相应 的 无 限 枝 T 一 Lp pp Prostar’). A 
命题 6.1 及 诸 qi, 的 定义 易 知 , 每 一 了 BST MIE, Min, 可 
以 扩大 为 一 个 与 和谐 的 型 ， 并 且 由 诸 go 的 定义 可 知 ， 由 
不 同 的 无 限 枝 所 得 到 的 型 也 不 同 。 但 是 ， 上 述 的 树 有 2” 个 无 限 
Ki, 所以, 可 以 得 到 2* 个 与 和 谐 的 型 再 由 定理 9.5 AM, T 
不 能 有 可 数 地 饱和 模型 ,这 与 题 设 矛盾 (证 毕 》 
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第 十 章 0- 范畴 的 可 数 完全 理论 


在 本 章 中 , 仍 设 SP 为 一 可 数 语言 ， 

设 工 是 双 中 的 完全 理论 。 如 果 了 恰 有 一 个 可 数 模型 (在 同 构 
意义 下 ), 则 称 工 为 w- 范 畴 的 . 

定理 10.1 设 T 是 乡 中 的 完全 理论 。 则 下 列 诸 条 件 等 价 : 

(i) 了 是 o- 范 畴 的 ， 

Gi) 7 有 一 模型 %， 它 既是 可 数 地 饱和 的 ， 又 是 可 数 地 素 模 
型 . 

(ii) WHER 1, 4 中 每 一 个 与 工 积 谐 的 型 PT(x xn) 
中 都 含有 对 了 完全 的 公式 . 

Gv) 对 每 一 正 整数 >， 纪 中 只 有 有 限 多 个 与 和谐 的 型 
P(xy+ xn)。 

(v) 对 每 一 正 整 数 x, 在 T 下 只 有 有 限 多 个 互 不 等 价 的 公式 
plasty), 

(vi) 了 的 每 一 模型 都 是 原子 模型 

证 明 1. 由 (证 Gi). 由 (i) 知 , TT 有 唯一 的 可 数 模 型 %， 
由 唯一 性 显 见 ,外 是 可 数 地 素 模 型 。 另外 ,由 推论 9.6 知 , 工具 有 
可 数 地 饱和 模型 , 它 也 只 能 是 %L. 

2. fA Gi) 证 《ii)， 由 《ip) USE w- 饱 和 和 的, PCat) 
是 乡 中 一 个 与 7 = ThA) 和 谐 的 型 , 则 由 外 的 w- 饱 和 性 及 命题 
9.4 知 , 工 能 被 % 中 某 一 二 元 组 we， 实现。 但 由 Gi) 及 定理 
9.1 QU AP MATA cas 能 适合 色 中 一 个 对 了 完全 
的 公式 pCa …xn)。 由 工 的 极 大 性 易 见 per, 

3， 册 《证 ) 证 (ivy)， 令 30xz xn) 为 乡 中 一 切 对 TT 完全 的 
公式 pCa sxe) 的 否定 所 成 的 集合 。 Gi) 知 ， 不 能 扩大 为 
一 个 与 7 和谐 的 型 ,所 以 ,TT 的 任何 模型 都 不 能 实现 了, 从 而 ,由 命 


。 113° 


题 6.1 可 知 ,存在 2 的 有 限 子 集 { 一 p，…，, 一 pm} 不 与 和 谐 ,由 
此 可 知 
TE=(Vx exo) (p(x xz)V oo Veale). (1) 

为 外 ,对 每 一 i(1 <i<cm), He HTHRAEAA, SF 
— QE TE (Was ta) (pCa en) OC tn) 的 公式 由 ， 
组 成 一 个 与 了 和 谐 的 型 (e+ ore). 

任 取 工 的 模型 8 及 其 中 任 一 ?元 组 4,…, 656+。 由 (1) 可 知 ， 
b+ °° ,bn BAK Pix xn), 从 而 由 天 FE MRT A, bi, -° + Oe 
适合 型 Ti(r…zro)。 也 即 , 由 O.,---,o, PREMHRET,;. 

所 以 ,对 于 任意 取 定 的 正 整 数 ”, REETI,- ++ 这 有 限 多 
SAG ARE x%,…… ,x, HST MEDD. 

4. 由 (iy) 证 (v)。 对 任意 取 定 的 >, 由 Gv) 知 ， 只 有 有 限 多 
个 只 含 自由 变量 %,，.…, x, 的 与 和谐 的 型 ， 设 为 Mins), 
Ser) Tnx ; -xy ) 

对 和 中 任 一 公式 p(x.……x,), 用 gp* 表示 一 切 含 有 FP 的 T; 所 
成 的 集 。 则 当 9 变动 时 ,至 多 有 2” 种 不 同 的 p*. 

现在 证 明 , 荐 pg* == J*, 则 有 了 TEC(Vxi…xs) (p(x te) > 
(xx )).。《( 即 P 与 在 TIT 下 等 价 ,) 任 取 了 的 模型 8 及 其 中 任 
一 和 元 组 名 :pb 由 Civ) Fl, 415°, bn 所 适合 的 型 为 某 一 TT,， 
BH o* 一 J* 可 知 , 与 上 或 同时 属于 T; 或 同时 不 属于 Ti 《从 而 
19 SAMRAT 六)， 所 以 ,各 ,bs 或 同时 适合 9 与 由 或 
同时 不 适合 9 与 加 

由 以 上 两 段 即 得 (Cv). 

5. 由 (v) 证 (vi)。 任 取 工 的 模型 8 及 其 中 任 一 4 元 组 
bi, +tsbn, FA (Vv) 可 知 , 刀 ,bs 只 适合 有 限 个 在 T 下 互 不 等 价 
的 公式 p(x ern), oe ，9r(xz zj， 从 而 它 适 合 pi 和信 … 人 gy. 
现在 证 明 mw 入.…… 入 w 是 对 TT 完全 的 公式 . 

FERS H—-AX d(x: ” ‘te). 若 Hs ** ss 适合 史 ， Wl & 与 
Pi: …，g 之 一 在 T 下 等 价 ， 从 而 显然 有 TEE(Vx*… xa)((ps 
(mi: “xn ) Aces AC: , “xs ) ) — p(x: . “xn) ) .车 2 nF ,bs 个 适 
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合 出 , 则 适合 ,此 时 仿 上 ,有 TE(Vx re pila) 全 
N @r( ares %—)) 一 一 (zs))， 男 外 ,由 好,、… ,bs 适合 Pi Ave 
Aq, 易 知 ,以 上 二 者 不 能 同时 成 立 。， 所 以, ai A+++ Ag EM T 5c 
全 的 公式 ， 

由 上 可 知 , 的 每 一 模型 都 是 尖子 模型 。 

6. 由 (vi 证 (i)， 任 取 了 的 两 个 可 数 模 型 包 , BB。 由 (vi) 
知 ,它们 都 是 原子 模型 。 又 由 T 为 完全 理论 知 ,X{ 三 加。 所 以 ,由 
定理 9.2 有 人 洋 8.。( 证 毕 ) 

定理 10.2 (Vaught) ARTES 中 的 完全 理论 。 MRT 不 是 
w%- 范 晓 的 , 则 工 至 少 有 3 个 互 不 同 构 的 可 数 模型 ，. 

证 明 ”假设 工 恰 有 两 个 不 同 构 的 可 数 模型 , 则 由 推论 9.6 A, 
T 有 一 个 可 数 地 饱和 模型 3. 再 由 定理 9.9 a, THAT 
模型 % 能 初等 嵌入 BH, 从 而 显 见 ，%L 为 可 数 地 素 模 型 。 RHE 
理 9.1 定 理 I2RAUSES AM SKERTERR HU, FEST 
AY 2 CH, ERE 中 任何 对 并 完全 的 公式 。 现在 
考虑 名 在 语言 LS’ 一 L Ulay- co}( 诸 为 新 常量 ) 中 的 膨胀 
模型 BW’ = ( 男 , 5,… ,6b,)， 令 T' 一 Th(83')。 以 下 将 找 出 TT 的 
一 个 可 数 的 原子 模型 9', 并 证 明 9' 在 经 中 的 归 约 号 是 工 的 一 个 
既 非 o- TMI RIERA TRB, Wi, DESHDHEA 这 与 T 
恰 有 两 个 不 同 构 可 数 模型 的 假设 矛盾 . 

由 8 为 可 数 地 饱和 及 引 理 9.7 可 知 ，、%' 也 是 可 数 地 饱和 的 ， 
从 而 由 定理 9.10), T’ 有 一 可 数 的 原子 模型 D9’ 一 (9, di,*…， 
64). VES 中 的 妇 约 3 是 工 的 可 数 模型 。 9 不 是 原 于 的 ,因为 
其 中 的 ”元 组 d1,*…, dg 不 适合 对 工 完全 的 公式 ，( 因 : 否则 由 
T' = Th(S’) Bik, 51,'… ,bs 也 将 适合 一 个 对 了 工 完 全 的 公式 , 与 
by, sos 3°n 取 法 不 合 .) 

再 证 明 9 不 是 w- 饱 和 的 。 HT AA w- 范 上 畴 及 定理 10.1 可 
知 , 对 某 个 正 整 数 思 ;在世 下 有 无 限 多 个 含 自由 变量 zy,*… ,x 且 
互 不 等 价 的 公式 。 这些 公 式 在 7 FREAS tH. CA: 着 TE 
(Wares ae) (pr ain)< b(n re), WIT OSHA, 
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7 一 (Varxo)(pCr rn xno)) ,从 而 由 TEST A, 
此 式 也 在 工人 下 成 立 .) 青 由 定理 10.1 可 知 , T 的 可 数 原 子 模型 3 
不 能 同时 是 w- 饱 和 的 。 由 此 及 引 理 9.7 WR, D 不 是 w- 饱 和 的 ， 
(证 毕 ) 

KH = 4°, 1), 如 果 避 的 模型 站 是 和 群 ;并且 THQ) 是 wo- 范 
RAY , WN PRE A 为 @- 范 畴 的 . 

以 下 在 讨论 群 时 ,采用 代数 中 习 用 的 记号 。 在 讨论 可 换 群 时 ， 
常 采 用 加 法 记号 ,而 视 语言 为 = {十 , 0}. 

命题 10.3 设 G 是 一 个 wm- 范 贱 的 可 数 无 限 群 , 则 G 中 元 素 的 
AWA LF. 

证 明 由 定理 10.1 知 ，Th(G) 只 有 有 限 个 含 *, y 的 型 T(x， 
y) RAMA, 

1 .假若 G 含 有 周期 无 限 的 元 素 4a、 则 由 a 及 b= 二 ?所 决定 
的 型 T(x, y) 中 含有 公式 ele, y) 二 (x Rr) 人 (x 夺 y); 由 
GR a= 所 决定 的 型 T;(x,，y) 中 含有 公式 ole, y= 
(xz Be x) AC? Bee) ACP = 50 。 又 由 群 的 性 质 易 见 ， 对 
fel] 2<i<j<o, pi(x, 7》) 与 pi(x,》) 不 能 属于 同一 个 型 . 
(否则 , 易 证 4 的 周期 有 限 ,与 上 不 合 .) 所 以 ,T(x,7),Ts(x,y)、… 
是 Th(G) 的 无 限 多 个 互 不 相同 的 型 ,与 上 矛盾 . 

2. 假若 G 中 元 素 的 局 期 都 有 限 , 但 无 上 上 界 。 在 G 中 取 一 个 辕 
期 大 于 和 的 元 素 a, &Ti(x,y),°: ‘SsSTaule, NY 分 别 为 由 (a, 
a’), +++, Ca, a”) 所 决定 的 型 。 仿 1. 可 知 , 这 是 Th(CG) A m+ 
1 个 互 不 相同 的 型 ,与 上 矛盾 . (证 毕 ) 

定理 10.4 设 G 是 一 个 可 数 无 限 的 可 换 群 ， 且 其 元 素 的 周期 
LF, GH -范畴 的 . 

证 明 ”为 使 记号 简便 , 设 G 为 加 法 群 ,经 = {十 , 0}. 

由 G 中 元 素 局 期 有 上 界 易 知 , 存在 一 正 整 数 ”, 能 使 每 一 4 € 
G 都 适合 na 一 0。 再 由 可 换 群 的 结构 定理 可 知 ，G 能 唯一 地 表示 
为 一 些 元 数 为 素数 和 的 循环 加 群 的 直 和 ,其 中 ,每 一 直 和 项 的 元 数 
aie "WAT. 
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为 了 避免 用 可 痪 群 论 的 术语 ,又 为 使 记 惫 简单 ,以 下 通过 一 个 
有 代 疫 性 的 特例 来 说 明 思 路 。 AE IB om, YW Cw 记 加 法 记 
号 下 的 m 元 循环 群 ,其 元 素 集 取 为 (0, 1,…,m 一 1}. 

1. 设 G= CBCDBCaBCauBCwBCmBCsB (未 
BUN Cr ps3), 现在 看 如 何 用 丝 中 语句 描述 G 有 2 
个 直 和 项 Ca* 这 一 事实 : 

AEG 中 适合 3a 一 0 的 元 a, 易 见 它们 都 是 如 下 形状 : 

(0,4, 27i, 277, 81%, 2431, 0, 0,0,°° -) 
(h,i,7,%,1=0,1, 2), (1) 
再 由 (1) 形 元 素 中 考虑 适合 (3b) (2 = 276) WIR (Ble 能 被 
27 整除 )， 易 见 它们 都 是 如 下 形状 : 
(0, 0, 271, 27)，814，2431，0，0，0，… …). (2 ) 
以 下 ,将 (2) 中 的 元 素 简 记 为 (27;，271，81K，2431)。 MRE (1) 
WICH TS BIBS (So) (a 一 810) 的 元 素 a， 则 都 是 如 下 形状 : 
(0,0,0,0, 81%, 243/, 0, 0, 0, see), (3) 
它们 是 (2) 形 元 素 的 一 部 分 , 仿 上 简 记 为 (0, 0, 81k, 243), & 
(WAR GHW FH Pa 一 {e: Ga = 0) AGS) (a = 818)}, 

在 (2) 形 元 素 中 考虑 下 列 9 个 元 素 : a; = (0,0,0,0) ,2 一 
(0,27,0,0), a = (0,54,0,0), a, = (27,0,0,0), a, = (27,275 
0,0), as = (27,54,0,0), a7 = (54,0,0,0), ag = (54,27,0,0), 
ay = (54,54,0,0), EHIRA POR: Ce) 任 二 ai, ait & 让 
的 差 不 在 Pa 中 。 (6) (2) 中 每 个 元 素 都 是 一 个 a; 与 Pa 中 一 个 
元 素 的 和 ， 

不 难看 出 ,在 (2) 形 元 素 中 还 能 找到 其 他 适合 (ac) 及 (\) 的 9 
元 代表 系 ”， 但 在 (2) 形 元 素 中 不 存在 适合 (&) 及 (8) 的 8 元 代 
表 系 "或 “10 元 代表 系 ” 等 等 。( 少 于 9 元 时 ($B) 不 适合 ,多 于 9 元 
It (a) 不 适合 .) 

综合 以 上 讨论 可 知 , 对 于 上 述 的 G, 它 “有 2 个 直 和 和 项 Ca 一 
事 , 可 以 用 下 列 的 数学 语句 来 描述 : 

Pasa; “存在 9 个 互 异 的 元 素 ai 一 by @**, 9) 它们 适 合 
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L((3¢@=0) A (34) (4 = 278) ) (Se) Ce € Pal Ny bea: 


并 且 不 存在 10 个 互 异 的 元 素 ai(i 一 1,'……, 10), 它们 适合 


让 ) Ge saint } Ht: are bs 但 将 诸 人 A,，V 的 上 标 9 改 为 10. ) 

注意 到 7 OES, BH UL ®a, 能 用 心中 一 个 语句 8 描述， 此 
Rt, > Sa = ip}. 

AY FEB, STR Aa LAID ERR GC, 只 要 
G! 有 2 个 直 和 项 Cm， 不 论 它 有 几 个 直 和 项 C3, LAC, Lt 
City ee (更 不 论 其 他 直 和 项 Cr 2px 3 者 有 多 少 ), GAR 
20 vp) 来 描述 有 2 个 直 和 项 Ca” 一事. 

2. 如果 在 G 的 直 和 分 解 中 Ca 出 现 ”次 (r 为 任 一 自然 数 )， 
则 相应 的 a, 与 Ba BRU, ASE On. 中 把 9 MA 3’, 把 10 换 
为 3 +1 Ba, 

3、 如 果 在 G 的 直 和 分 解 中 Ca 出 现 无 限 多 次 , 仿 1. 可 知 ,， 此 
事 能 用 下 列 数学 语句 米 描 述 : 

fa,-:“ 存 在 9 个 互 异 的 元 素 ai 一 1,……，9)， 它 们 适合 
ovine }. 并 且 存 在 27 个 元 素 a(i=l,--+,27) Egat erent j 


并 且 存在 81 个 元 素 ai 1, ++, 81) ,它们 适合 {……} 并 且 … 
i (其 中 { dea: 疝 l., 而 { ree }of mouse }; ga 各 为 把 ( ae ) 中 
A, V 的 上 标 分 别 改 为 27，81,…… 者 .) 


为 这 样 一 个 集合 . 


4. 对 于 G 的 其 他 直 和 项 Cr 的 个 数 ,都 可 仿 1. 至 3. EMS 
中 相应 的 语句 集 5,. 


5， 最 后 , 令 Tom ToUf(Vz)(nz = 0)}U US 其 中 ，* 通过 
"的 一 切 素 数 竺 形状 且 大 于 | 的 因子 ， 而 7, 为 一 组 可 换 群 公理 ， 
+1186 


则 显 见 有 GET, 从 而 TeCTh(G), 并 且 ， 对 于 Th(G) 的 任 一 
可 数 无 限 模型 吾 , 由 以 上 讨论 易 知 , HE-TS CAMA RE, 
所 以 ,Th(G) 是 wm- 范 畴 的 理论 , GE o- 范 畴 的 可 换 群 . (证 毕 ) 

推论 10.5 设 G 是 一 个 可 数 无 限 的 可 换 群 , 则 G 为 o- 范 畴 的 
充分 必要 条 件 是 : G 的 元 素 周 期 有 上 界 ， 

证 明 ”由 命题 10.3 及 定理 10.4 BOM, 

在 非 可 换 群 的 情况 ,o- 范 贱 性 的 判断 至 今 只 有 部 分 结果 。 下 
面 , 只 列举 两 个 例子 . 

Al 令 G 为 由 生成 元 集 {a:1€ oyUL 及 下 列 诸 关 系 所 定 
义 的 群 : 

a} = 1, ajaj = aja;, B= 1, bab = al, Ci, ge w), 

则 G 为 可 数 无 限 的 非 可 换 群 , HHA GE o- 范 畴 的 。 (证 明 见 文献 
[11].) 

例 2 令 G 为 由 生成 元 集 (aj:i€ oh U {4b} 及 下 列 诸 关系 所 定 
义 的 群 : 

di 1, ajaj = aja;, B= 1, baib = ajay, 7€ w), 

则 G 为 可 数 无 限 的 非 可 换 群 , 并 且 GAR o- 范 畴 的 。 (证明 见 文 
献 [111.) 

KS ={+,°,0}, DRO HRA ABA ThA) 是 o- 
范畴 的 , 则 称 环 % 为 %- 范 畴 的 . 

命题 10.6 设 R 是 一 个 o- 范 跨 的 环 , 则 存在 一 个 首 系数 为 1 
的 整 系数 多 项 式 1(x) ,能 使 R 中 每 一 元 素 4a 都 适合 f(a) = 0. 

WA ”由 定理 10.1 知 ，Th(CR) 只 有 有 限 多 个 含 *,y 的 型 
T(x,》), 设 个 数 为 mm 

任 取 se R, SRS (4,2),(a,0"),-°+,(¢,0""), AL 
知 ,其 中 必 有 二 者 (a, a),(a, a) A Si<cjcm+) 决定 同一 
个 型 T(x,y). 但 (a, a’) GAS PAR se =y, 所 以 (a, a') th 
Meath, BA a =a’, Witt A aftr? = git?) Bl atta 
CA 一 


由 上 可 知 ， R 中 每 一 元 素 2 都 适合 和 = 4a 或 qmt! a a’ 
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R; 的 加 群 。 并 且 , 由 (1) 可 知 , 环 尺 能 表示 为 这 些 理想 子 环 的 直 
A: 
R= R:@D-:-@R. (3) 
2. WAES|ARPRRS CHMBIRK IER: (3) 中 每 一 RR; 
(<i</) 都 是 可 换 环 .从 而 , R 自身 是 可 换 环 ， 
任 取 ae Ri, 则 pia 一 0， 从 而 有 (pia)" 一 0。 又 因 R 中 无 
(SE 0 AD) 5c, PRL 
7 pia = 0, (4) 
以 S 记 < 所 生成 的 子 环 .SS PREM, VMEBS I, 故 由 
环 论 可 知 , 5 REI Mobo RRA — 26K Fi, F;，F;，.… 的 直 和 中 . SB 
见 文献 L127.) 
又 由 《4) 及 命题 10.6 证 明 的 末 段 易 知 ，5S 是 有 限 环 。 AU, 
5 在 每 一 F,K= 1,2, 3,*……) 中 的 投影 是 域 Fh 的 有 限 子 环 Fx， 
从 而 易 知 ，F 自身 是 域 ( 因 易 证 在 乘法 下 Fi\40} 是 Fi\{0} 的 子 
乘 群 ， 所 以 对 逆 元 封闭 )。 所 以 ，5 能 同 构 地 媒人 诸 有 限 域 Fi， 
F;,F;,: .的 直 和 中 ， 
由 《4) 可知，5 的 每 一 元 素 5b (是 “的 整 系数 多 项 式 ) 都 适合 
pib 一 0。 再 由 Fi 是 5 在 Fi 中 的 投影 易 知 , 每 一 Fi 的 特征 数 都 
是 Pi. 所 以 ,Fi 的 元 数 为 pt 形状 ,并 且 ,pit 不 超过 5 的 元 数 (4 一 
1,2,3,°°°). 
由 上 可 知 ,存在 正 整数 ) ,能 使 
aie a, (5) 
由 于 对 Ri 中 任 取 的 元 素 4 BA (5) 形 的 等 式 ， 所 以 Ri 是 可 
PRR (if = 1,，… ,站 ).《 证 明 见 文献 [10], p. 217.) 再 由 (3) 即 知 ， 
R 是 可 换 环 。( 证 毕 ) 
下 面 给 出 一 些 上 共有 有 限 多 个 不 同 构 的 可 数 模型 的 完全 理论 的 
例 . 
例 3 (Ehrenfeucht) 令 VY ={<, «1, cc 小。 令 
74 为 由 无 端点 稠密 有 序 集 的 公理 (参见 MT, p. 38) 及 诸 语 句 
c <c，c < 到 cs，… BRB, (icy 代表 : (ci 委 cr) 人 
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(c ej). MT? APY 中 的 完全 理论 ,并 且 ,T2 恰 有 3 个 互 不 同 
FAR MRE 

证 明 1. 把 7? 简 记 为 7。 先 证 了 为 模型 完全 的 . 

设 a, SET HAC, ( 设 Cry C25 C35 °°* 在 % 中 的 解释 为 
ri Tay Tay tt), PH z= LH Ud: ae AS, ER 双 4 中 一 
存在 语句 p= (Sr xm)p(c cada dq)X1° :xm)(p TC 
词 ), 且 设 B34 三, 则 存在 64,"… ome B ,能 使 

BaF eer cada dor tn) [bi Om). (1) 
由 外 的 无 端 黎 密 性 可 知 ,在 4 中 能 找到 m 元 组 刀 ,…… ,bm, 使 


Yio *U%n ds ear Orb 
eee Jere f Perey 


YT A1° °° a bl: -°b., 
是 这 两 组 元 素 间 保持 < 的 1-1 对 应 (可 对 mw 归纳 证 明 )。 从 而 ,由 
(1) 有 (注意 ?中 无 量词 ) 


站 4 片 po(c cada :dar + Xm) [bi + +b 
Fh UCB, 有 ( 因 p 中 无 量词 ) 
WE ples cod dats tm) [bi Only 
所 以 Wi p. 
故 由 命题 3.6 可 知 , 了 是 模型 完全 的 . 
2， 证 工 是 完全 的 ， 
取 工 的 模型 % 一 (0, 三 ,1,2,3,…), 其 中 8 为 有 理 数 集 , 1 
为 c, 的 解释 ( 一 1, 2, 3,"…)。， 将 @ 中 元 素 任 依 一 方式 枚 举 如 
下 : O = {4,,@2,43,° ° -}, 
FELT HOM B = (By < ,pp …)， 现 在 构 作 一 个 由 
sf 到 8 内 的 同 构 映射 f 如 下 : 
先 令 i ves, ee any Ne 
RGB a, Ha, 为 一 正 整 数 4, 令 a4 一 >B,， BWR acl 
或 对 某 正 整数 i 有 j < a < j 十 1， 在 前 一 情况 ， 任 取 B 中 一 
个 小 于 的 元 素 A, 而 令 ah, ER, ERK Bh 
大 于 8; 而 小 于 Bias 的 元 素 作为 Br, HA ci- 一 总， 
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FIST a) RE og MAME a, 及 1, 2, 3. 的 位 组 ， 伪 上 在 
中 相应 地 取 brs Gods, 

再 仿 上 陆续 由 03 找 b;, 由 U4 找 by, paris 

易 见 f 为 由 站 到 3 内 的 同 构 嵌入 . 

由 此 及 1. 及 命题 3.8 即 知 ,是 完全 的 . 

3， 证 工 有 3 个 不 同 构 的 可 数 模型 . 

取 T 的 下 列 3 个 模型 : Wet. w=(0,<,+,4,2,-). 
A= (0, <, 3, 3.1, 3.14, ---), 其 中 3, 3.1, 3.14, cre 是 十 
进 制 下 = 的 位 数 递增 的 不 足 近似 值 。 现在 证 明 %, %, 95 BA 
构 ， 

3.1. 假若 8 是 由 4 到 4 上 的 同 构 对 应 , 则 在 8 下 应 are 


2 ena 
4 


3° ag 考虑 U, HATCH 1, 设 在 8 PETA 
的 原 象 为 + (Bl 一 1)， 则 由 4 中 的 二 < < <1, 


a, ZEW HwAal<r,2<r,3<r, oe 此 不 可 能 ， 所 以 & AN 
存在 ， 即 WW & %,, 

3.2. 仿 上 可 知 A + A;. 

3.3， 假 若是 由 4 到 % 上 的 同 构 对 应 , 则 在 和 下 应 373; 


3531, 之 一 >3.14，…。 设 在 4 下 1 一 >*， Sle 到 < 二 <<1， 


人 <1, … 应 有 3<s, 3.1 < 3.14 二 s，……*，。 从 而 有 7 万;s， 


但 zx&9, 所 以 zx 过; FAIR, FETE EC OR acs <s, 设 51 在 


4 下 的 原 象 为 4, 则 由 3,3.1， 3140 < 二 <<*， 应 有 二, 之， 
< <i l, 但 显 见 ， th mh rT) 不 存在 ， BRYA, Qh = U;, 


4. 证 工 只 有 3 个 互 不 同 构 的 可 数 错 型 。 
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任 取 了 的 一 个 可 数 模 型 一 (4， .万 , qa, 0,03, ……). 由 
(A, <) 为 可 数 的 无 端点 稠密 有 序 集 可知， 存在 由 (4, <) 到 
(0,<) 上 的 同 构 对 应 +*。( 用 通常 的 “过 来 过 去 法 ” 易 证 .) 从 而 易 
见 ， & 也 是 由 UF] B= CQ, < ， Tiy T2535 see) (其 中 A cas k 
(07); i= 1, 2,3,---) 上 的 同 构 对 应 , HUB, 以 下 再 证 
HA. B 与 % ,2 4 之 一 同 构 ， 

4.1. 着 7 二 二 ?73 二 …'* 无 上 界 . ES SU fy, 

令 甩 为 由 名 的 子 集 ( 一 0, 1) GFR) EU WFR (0, 
1) 上 的 任 一 个 保持 < 的 1-1 对 应 ; 所 为 由 吕 的 子 集 Cr, 172) 到 
% 的 子 集 4i,，2) 上 的 任 一 个 保持 三 的 1-1 对 应 ;3……。 再 令 加 为 
站 则 由 jos frs fy 可 以 合成 一 个 由 到 A 
上 的 同 构 对 应 ， 所 以 G =A, 

4.2. Btir<in<n<--- 有 上 界 , 且 其 极限 为 有 理 数 ， 仿 
上 可 证 3 & A, 

4.3. 大 和 才思 二 方才: 有 上 界 ， 且 其 极限 为 无 理 数 ， 仿 
上 可 证 S 兰 %. 

5， 仿 下 例 可 证 : % 为 可 数 地 素 模型 。 % 为 可 数 地 饱和 模 
型 . 〈 证 毕 ) 

例 4 (Ehrenfeucht) 设 ?为 任 一 正 整 数 ， 令 2 一 人 委 ， ci， 
cc "U1,"…",U,}， 其 中 ，U,,.…*，U, 为 1 元 关系 符号 ， 以 
下 以 Uo) 简 记 (0.x)) 信 … 人 (UU,(x))， 令 TS? 为 由 
i hae 及 下 列 诸 语 句 组 成 的 理论 : “U,(c), er Uc.) Uolerss) Uo 
(cta)。，…” 。 并 且 WME G7, 无 x* 能 既 Ui(x) MU), 
(<i,j<r)”, 并且“ 任 二 不 同 的 D 点 之 间 存 在 任何 Ui 点 
(CO<i,j<r), “ 则 Tn 为 如 ,中 的 完全 理论 ,并 且 ,73+? 恰 有 
3 十 ? 个 互 不 同 构 的 可 数 模型 ， 

证 明 1. TO 可 证 ,Ts 是 模型 完全 的 . 

2. HT? 可 证 , TOO 是 完全 的 。( 下 列 的 4 相当 于 TO 处 
AY Qs. ) 

3. WETS” 4 347 个 互 不 同 构 的 可 数 模型 。 
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令 % 一 (9， SS “3 六 ， --°5V,), 其 中 ， Vix ds: 
16 0,1 非 整数 ,在 z 的 最 简 分 数 表示 一 (6> 0) hb pe} 
UL} (hs = 2,p = 3, Pp 5,09 93h = Lye yr), 


~ 1 3 7 ) 
%=(0,<,4, 一 ， ee Vo, see, vo), 


(2) 。_ 3 7 12 ... V2 一 25) U 
其 中 ,TV AAA 2, 2,4, |, 2 一 (V,\{2}) 


让 +, VP =(V ABUL... + VO = (Vr ute +}. 


1 3 7 ; 
%=(9,<,4, rr ar ”3 Vi, ee vm) 


2 4 8 
其 中 ， Vo yo U {1}, V = VO VO) — V2 ,- ae vo =— yo. 
1 3 
4=(9.<,5, 4° eae Vi"; er v2), 


其 中 ,YY = Vv). Vy? —_ VP Ut, yw foo V?}?,- os, vo ln Vo 


和 


1 3 7 
Wr 一 (9,<,4, are ra acer yer, 7% 5 ye), 


其 中 ， Ve Vee vet — Vi}, ont Vea VO,, Vat VOU 
{1}, 

War 一 CO, S, Fi Ty W3y °° %y Wa "ty ve) 其 中 ， 
m == 3, m= 3.1, w= 3.14, ---) YR 一 (Vi\tl, mm, m, 
ty S)U Lm} VPI? = (VA{2 mi mays, ++ }) UL ma}, or, VE” 
pa (VAL? ,m,n x, . “}) Ufa}, 

iE A, %h, ++, Me 互 不 同 构 。 CER: BUH ci< 
eso RRL <2<3<--- ER, 在 %u 中， 相应 的 


解释 … 有 最 小 上 界 1 而 1 不 在 8.7 . .yol 


中 ， 在 2, 中 ， 相应 的 解释 的 最 小 上 界 1€ V3 eg 在 >) Oa 
中 ,相应 的 解释 的 最 小 上 界 1e V2+?。 在 4; 中 ,相应 的 解释 3 过 
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3.1<3.14<-- A ER MER DLA, ) 

4. HT iE, TO” 的 每 一 可 数 模型 都 与 和 ,Wh Ws 
之 一 同 构 , 

5. ARMEVEHA, % 问 构 于 Wh 的 以 开 区 间 (一 0, 1) 为 论 域 的 
子 模型 UW, 又 易 见 WKAR (证 仿 72 的 1 )， 所 以 %6 Re A 
Mt, 中 ， 同 理 ,%l 能 初等 佑 人 25, oe 9 los, 中 ， YW, 又 同 构 于 Us4r 的 
以 (一 co, x) 为 论 域 的 子 模 型 gg 且 98+r<a+， 所 以 Ws 也 能 初 
等 嵌入 U4, 中 。 再 由 4. 即 知 : UW 是 可 数 地 素 模 型 。 

6. 证 U4, 是 w- 万 有 的 ， 《20 ，,- “，，2p+r 也 都 是 w~ 万 有 的 ,证 
明 念 此.) | 

由 5. 已 知 ,% 能 初等 嵌入 U4, 中 。 现 在 证 明 ， 每 一 94 一 
0,1,.… ,7) 也 都 能 初等 嵌入 Ws, 中 ，. 

在 User Hy ERE VEO 中 一 个 大 于 的 数 25。 ( 视 了 2 
为 ONCE U US) ) & BH Arr HL O\Cr, a) 为 论 域 
的 子 模型 , 则 易 见 存在 一 个 由 %+ 到 % 上 的 同 构 对 应 fi, 在 其 下 
有 ners 3, sn “oe -及 1 一 >1。 此 外 又 可 证 

2 4 8 

6; <i, (证 仿 Te 9 1.). PRA Uns 能 初等 嵌入 %t HG = 0, 
lar). 再 由 4. BA: Gy, 是 o- 万 有 的 . 

7. Wie Ui(0St1< r) 均 非 w- 饱 和 的 . (从 而 易 知 ， M+ 
是 w- 饱 和 的 .) 

对 任意 取 定 的 i(0 <i <r), fi WW4i 为 如, 记 6. HRB AW 
8,1 为 4, 记 Wt 为 对. 

由 名 <%, 可 知 ,3 中 的 元 素 4 在 和 及 3 中 适合 的 经 中 公式 
集 相同 ,从 而 ,在 语言 SO’ = & Uld} Hh, (%,2) = (G2). 所 
LA, Th(S, 24) = Th(S,, 14), 由 此 可 知 ,Th(30w) = Th(Biw)。 了 又 
AW CA, 1) = (B, 4), 所 以 Thy) = Th(Bww), 人 了 从而 有 

Th(Aa,) = Th( Bia). (1) 
在 Bray 中 到 一 元 素 上 ,使 Tk A, 则 适合 引 中 如 下 的 公式 
集 E(x) = {x 过 dd, a<x,a<x, -':}, FU, 2@) 5 Th 
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(B31 a) 和 谐 , 再 由 (1) AEC) 5 ThA) 和 谐 ， 但 易 见 , Aa 中 
无 有 元 素 能 实现 Fx), ATU = Uae) 不 是 o- 饱 和 的 . (i = 0， 
1,- moor, ) 

又 由 5. 及 定理 10.1 的 Gi) A, % 也 不 是 -饱和 的 。 但 由 
4. 及 推论 9.6 Al, TS? 具有 可 数 地 饱和 模型 ,所 以 ,st 必 是 w- 
饱和 的 . (证 毕 ) 

关于 可 数 语言 中 只 有 有 限 多 个 可 数 模型 , 且 非 -范畴 的 完全 
理论 的 其 他 例子 ,可 参看 文献 [13], 【14]. 

AS 令 2 一 {，…,0,1})， 令 了 为 特征 数 0 CREM 7) 
的 代数 闭 域 理论 ， 则 工 为 完全 理论 ,并 且 , 了 恰 有 ww 个 互 不 同 构 的 
By | 

证 明 并 的 完全 性 见 第 三 章 例 7， 

由 代数 知 ，T 的 两 个 模型 同 构 的 充分 必要 条 件 是 它们 在 其 最 
小 子 域 上 的 超越 度 相 同 。 而 由 模型 可 数 知 , 其 上 述 的 超越 度 能 且 . 
只 能 是 0, 1, 2,…… 或 w。 所以， 了 工 恰 有 ww 个 互 不 同 构 的 可 数 模型 
,2% ,2 MU 在 其 最 小 子 域 上 的 超越 度 为 七， 

又 由 定理 3.10 可 知 , 了 是 模型 完全 的 .由 此 及 SW(i 一 0， 
1，2，……，o) 可 知 ，% 是 可 数 地 素 模型 ， 同 理 ， 由 A， 
(i 二 0, 1,2,…,w) 可 知 ，% 是 可 数 地 万 有 模型 。 又 易 知 ， 其 
他 U, 均 非 可 数 地 万 有 模型 ， 从 而 ,由 推论 9.6 及 定理 9.9 a] AA. 
是 可 数 地 饱和 模型 。( 证 毕 ) 

例 6 SHY —={Po, Pi, Pr, --*}, 其 中 每 个 Pie w) ME 
1 元 关系 符号 。 令 工 为 由 一 切 如 下 形状 的 语句 所 组 成 的 理论 : 

《ax)(Pi A+++ MPs Cr) NIP; C(x) A+++ ATPi,@)). 
(其 中 , ty e+ sims jis to's is DSM, 2 为 正 数 数 .) WT 为 完全 
Biya, TRA 2* 个 互 不 同 构 的 可 数 模 型 ， 

证 明 ol. SEWER, WHER m,n 及 任 一 组 互 异 的 自然 
Wiis sty ims its tits ing HET ERM % 中 都 有 无 限 多 元 素 
能 适合 

Pi C(x) N*MNPinCx) MP; Cx) Ate? ATP). 
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为 使 记号 简便 ,用 一 个 有 代表 性 的 特例 来 说 明 . 设 p(x)=P， 
CY At AP ATP mai(®) A+++ ATP men(®). TUE WET 
ane, U HEE a 适合 p(x) 人 PE 存 在 2 适合 
p(x) ATP mene (e) A Ps+H(x)， 存 在 a; 适合 p(x) NAP ments 
Cx) A TP miasa(e) A P mint3(%), si ae 显 见 Gis 42, 435 °° “FAW 
同 ,并 且 都 适合 p(x)， 

2. 设 鼠 为 了 的 任 一 可 数 模 型 , 证 明 存 在 % 的 基数 为 2* 的 初 
等 扩张 8. 

令 人 a= Utes: at A}, 1 — Lg Uleb:E<2°, Sof, 
& T= TOW) UT’, HRT’ = TUlch te c80 Ey < 2% 
SSo} U leg as 0930 SE EN; 5,5 0,8, < Sa} UL P(g): 
F< 2%31€ Sw} UL IP ef) :& < 2°32 & SC}, 

由 1. 易 见 ,7% 的 任何 有 限 子 集 都 能 在 3 的 一 个 适当 的 膨胀 
模型 中 成 立 。 故 由 紧 致 性 定理 知 ,74 有 模型 ,并 且 由 LST 定理 知 ， 
T% 有 基数 为 2” PRBS, HBETHK(UL,) 知 , APRS Eh 
的 归 约 多 是 % 的 初等 扩张 AK, 

3, KRU, 如 是 了 的 任 二 可 数 模型 ,证 % =%. 

由 2. WM, BEES, 2, 的 基数 为 2° HRMS, B, 
SETh(A,) UT’, SE Th(As,) UT’, FB, BEL HHANS 
AB, B, Wai A<B,, %~<B, 从 而 有 

W=S3, %=S, (1) 

现在 ,再 由 ViET’ 及 BT’ ,证 明 B, & 3,， 

对 每 Slo, HT’ PARAM, B& 中 至 少 含有 2° ATE 
ré(E < 2“) ,使 

SA RSAfeSH, BEPC) [re]. (2s) 
再 由 3 基数 为 2* 可 知 ,3 HAA 2* 个 适合 (2s) 的 元 素 , 它 们 组 
成 BMT Ds, H (2s) 又 易 见 , 当 吕 的 子 集 S,, 5, 不 同时 , Ds, 
与 Ds 不 相交 ., 叉 显 见 B, 中 每 一 元 素 都 属于 某 一 Ds: 

Ar, B. 是 2 个 互 不 相交 的 Ds(SGw) 的 并 集 , 每 个 Ds 基数 
为 2, 其 中 每 个 元 素 都 适合 (2s). 
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周 理 ,，B, 是 2° 个 互 不 相交 的 ESSEo) 的 并 集 ， 每 个 Es 基 
数 为 2*, 其 中 每 个 元 素 都 适合 (2 *). 

对 每 个 SSEo, fs HH Ds 到 Es 上 的 任 一 1-1 映射 。 则 由 
if fs(SSo) 可 以 合成 一 个 由 B, BB, 上 的 1-1 RAT, HES 
(2s) 易 见 , 了 是 由 3 BB, EA RE. 

HS 兰 3 及 (1) PW =%. 

4. 证 工 为 完全 理论 ， 

假若 工 不 是 缘 中 的 完全 理论 , 则 存在 乡 中 语句 9, 使 TUtgp} 
及 TU {gp} 都 和 谐 。 从 而 由 LST 定理 知 , 存在 TU{q} 的 可 数 
模型 UR TU Ip) 的 可 数 模型 % .显然 % 2s WK 3. HIB. 

5. 证 工 不 是 原子 的 理论 ， 

任 取 纪 中 一 个 与 了 和 谐 的 语句 p(x)。 设 其 中 出 现 的 关系 符 
SRE Po, Price tes P, 中， 

由 p(x) STARA FEUET Rae A 使 

| ap s)[a]. (3) 
为 使 记号 简便 , 以 下 讨论 4 的 一 种 有 代表 性 的 特殊 情况 Khe 
合 Po(x),-- SPC), Pir (x), ae > IP aCe) RTP aie), 其 他 
情况 仿 此 .) 由 TT 的 公理 可 知 ,存在 5€ ASTER Po(*x),**…*, Pi), 
Pin(%),-.*, Pee) 及 Par). 

考虑 外 在 语言 "= 《Po, ,Ps} PRIN WM. C3) AT 
知 : 

WE px) fa], (4) 
令 f 为 由 4 到 4 上 的 下 列 映 射 ; fle) 一 5, 1(8) 一 a, 对 其 他 
de 4,f(4d) = 一 4。 则 由 “上 的 取 法 可 知 , f 是 中 的 自 同 构 映 射 。 故 
由 (4) 有 上 g(x)[5], 从 而 有 AEEp(x)[5]. 

所 以 , AE(p(x)ATIPorlx))[a] 并 且 ,SFCPGz) A Pan: 
(x) )[5]. 由 此 可 知 ， TH(Vx)(p@) 一 PauCt)) JFH,THCVs)- 
(p(x) 一 一 Pti(xs))。 从 而 ,p(x*) 不 是 对 工 完全 的 公式 . 

由 上 可 知 ,经 中 不 存在 对 T 完 全 的 公式 , 从 而 显 见 ,7 了 不 是 原 
TH. 由 此 及 定理 9.3 知 , 工 没有 可 数 地 素 模 型 。 再 由 定理 9.10 
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可 知 , 了 没有 可 数 地 饱和 模型 。 
6. 证 了 有 2“ 个 不 同 构 的 可 数 模型 
把 w 的 一 切 有 限 子 集 任 依 一 法 枚 举 如 下 : 
KX, Ka, Rs, 
另外 , 任 取 ww 的 一 个 无 限 子 集 Xo. 

现在 以 。 EAR EMA HR Ux, me (w,0,01,9), a) 
如 下 对 任何 i, 760, 当 且 只 当 ié€ Xi 时 , 令 OG) AB. 

AMET. (A: 对 于 工 的 任 一 公理 (3x)$(x) = Gr): 
(Pi (x) MN: AP Ge) NP; Cz) A API, G)) IR Lasts 
im} AX, WH x 睹 p(x)[%*]). 

又 , 对 于 的 不 同 的 无 限 子 集 X,, Xo, Ux, 毕 Ax, A: 在 
ax 中 ,元 素 4 一 0 适合 “ 当 且 只 当 ié€ X。 时 ,Qi(a) AR”. 但 易 见 ， 
在 xs 中 不 存在 适合 “……… “的 元 素 a. 

由 于 有 2 个 无 限 子 集 ， 所 以 , 用 以 上 定义 法 可 得 到 TT 的 2 
个 互 不 同 构 的 可 数 模 型 . 

另外 易 证 ,任何 可 数 语言 2: (从 而 多 , 中 的 任何 理论 Tu 至 
多 有 2” 个 不 同 构 的 可 数 模 型 ， 所 以 , 工 恰 有 2” 个 互 不 同 构 的 可 数 
模型 . CIE) 

设 了 为 一 可 数 语言 色 中 的 完全 理论 ,以 fr(o) 表 示 工 的 不 同 构 
的 可 数 模型 个 数 。 在 不 用 广义 连续 统 假设 的 条 件 下 ,R. Vaught 有 
一 个 猜想 :“ 如 果 fz(w) > wo, 则 fr(w) = 2”.” 对 此 猜想 ,现在 只 
有 部 分 解答 。M.Morley TEBAT: “MR fro) > wr, 则 fr(o) 一 
2°.”( 见 文献 [151,) 又 如 ,对 于 可 数 地 齐 次 模型 的 特殊 情况 , 罗 里 
波 证 明了 :“ 如 果 工 的 可 数 地 齐 次 模型 个 数 jz(o) > «, 则 Aro) 
一 2".”( 见 文献 [161.) 


Ta 
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第 十 一 童 ' Skolem 函数 与 不 可 辨 元 


RY WEBS. 现在 由 和 作 一 个 膨胀 语言 乡 *( 忆 如 ) 如 
下 : 对 和 中 每 个 如 下 形状 的 公式 (注意 : 只 有 约束 变量 不 同 的 公 
式 看 作 相 同 ,以 下 仿 此 ). 

= (3x)q(xx1* +x.) (n€ w) 
写 出 一 个 新 的 ”元 函数 符号 F,; 令 
P= LYUYLF sb = (3r)9 为 红 中 公式 }. 

称 双 ”为 和 的 一 个 Skolem 膨胀 (语言 ). 

AWA 12 让 一 12 

作 多 * 中 的 理论 3e 如 下 : 对 乞 中 每 个 形状 为 《3xz)9(Cxzx… 
ra) 的 公式 四, 任 取 一 组 不 在 上 中 出 现 的 变 元 姑 ,… … ys, 作 SH 
的 语句 cs 为 

(Wye Heb Hn) > PCF (Yar Vest Yn) 
& 2g = {ob 一 (3x)g ALY HAR), 
称 zz 为 富 的 Skolem 理论 . 
RUASHE-BHUWHAUE S* HH-Telk. wR 

UES, 则 称 A* 为 A 的 一 个 Skolem Mik HB). 

TAL HEM, ST*=TUSe. MT*HoS*h 
的 理论 , 称 为 了 的 Skolem 膨胀 (理论 )， 

命题 11.1 (i) 2 的 每 一 模型 % 都 有 (至 少 ) 一 个 Skolem B 
ke U*. 

(ii) 设 工 是 多 中 的 和 谐 理论 , 则 了 工 的 Skolem T* 是 &* 
中 的 和 谐 理论 .。 

(证 ) 设 A, 3 是 缘 的 模型 ;, 83* 是 3 的 一 个 Skolem 膨胀 , 和 
是 A 在 S* 中 的 任 一 脱 胀 。 如 果 WCB, 则 KB， 

证 明 1. 证 (i)， 设 外 是 乡 的 任 一 模型 ， 把 4 任意 排 为 一 
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良 序 集 。 对 于 经 中 每 一 形状 为 (3rz)p(xxt za) VARS, RN 
在 & 中 如 下 补充 定义 一 个 二 元 浮 数 Gs 来 解释 Fy. ME ayers 
@,€ A> 
UWF play: + san), 则 存在 a€ 4 使 %Fp[oc ao]; 按 上 述 
良 序 取 第 1 个 这 样 的 a ,把 它 作 为 Co(as，'…，can) 的 值 。 
若 Udla,:--2,], MERBRE FH 1 个 元 素 4 作为 GC, 
(a,'" ,4s) RUB. 
现在 令 % 一 (和, Gy,, Go ，…) (其 中 bo, iy BHA 
一 切 形 状 为 (3x) 的 公式 ), WB, U* 是 % 的 一 个 Skolem fy 
ik. 
2， 证 (ii。 设 工 和 谐 , 则 工 有 模型 %， 由 (i) ,A 有 Skolem fg 
KU, BLU ET* ,所 以 T* 和 谐 . 
3. 证 (iii)。 首 先 ,由 %Sg* 可 知 , 有 xcs, 
FERS 中 一 个 形状 为 《3x)qp(xxz4-……xs) HAAG, FEM 
qi，""“s4n《 A, MRA | 
BE (Ar )plen: xs)[a anl. (1) 
由 3* 是 8 的 Skolem AIKHI,S*E 2s, GAO LRN +) 
BYEH(W y+ = PY Yn) > PCF oY Madi Yad) s 
从 而 B* ECHO: 9)) > PCF Or Yada Js) + aad 
但 由 (1) 易 见 ,有 
B*E hl y1- ++ yn) [ea], 
故 得 Bt FC Vai Vn) [a aad | 
由 此 有 BE (rr: xa) [Goa ‘dn)ar an), (2) 
其 中 Gs 是 3* 中 的 一 个 函数 。 又 由 6 ,an€《 4 及 CB* 可 
知 
Gui(a ao)c A. . (3) 
由 ACSC3 及 (1) 一 (3), 并 引用 命题 3.2 即 知 , U<XB. GE) 
设 %* 是 寻 的 一 个 Skolem 膨胀 ,并 设 XSCSA.。X 在 六 中 生 
成 一 个 子 模型 9(X)", CES PHAN 9(X) 是 % 的 一 个 子 模 
型 ,其 论 域 W(X) 称 为 X 在 % 中 的 Skolem WE. 
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命题 11.2 设 %7 是 2 的 一 个 Skolem 脱 胀 ,并 设 XGA, Til 
5(X)<2% ,并且 |W(X)| << (XI + el. 

证 明 X 在 % 中 生成 的 子 模型 9(X) 是 9(X) 在 经 ”中 的 
RAK, Mech BE 11. Cit) (以 CX), A 各 作为 该 处 的 A, B) 可 
Kl, D(X)KY., 

MSM |HCX)| < |X| + Ie]. GER) 

设 T 为 乡 中 的 理论 。 MRIYhE-BKA (ar)plen 
xa) 的 公式 ,都 存在 SG BR Cy ee), 能 使 

TE (Vy a) Yn) > PCO Indie Vad). 
(其 中 Vise yn 不 在 中 及 ty(ar: --x,) 中 出 现 .) 则 称 工 有 内 在 的 
Skolem 函数 . 

命题 11.3 车 性 中 的 理论 了 7 有 内 在 的 Skolem 函数 , 则 工 是 
模型 完全 的 . 

证 明 设 %, SETH AACS, 现在 证 明 A<B. 

对 多 中 任 一 形状 为 (3x)p(zxr xn) 的 公式 由 及 任 一 组 
415°°°,a,€ A, 设 有 

BE (3x) p(xxr xe) [Lar ao (1) 
H SET & 

TE CWI 2 Ia) PO nd) > PCO Ved Yad 9 
有 BE CH + Yn) > Pe Vad Me Yn) Ea and 
再 由 (1), 可 得 

BE p(y Mao ya) [a as， 
从 而 ;有 BE plex rs) [tela andar aed, (2) 
(其 中 ,rv(ci ° aa) 表示 当 以 Aig *°* 9 an 各 解释 项 ty (x: xn) 中 
的 x1,*…… ,xa 时 在 8 中 所 算得 该 项 的 值 .) 又 由 4," ,as€:4 及 
ASB By] Hy | 
Tyas an) € A, (3) 

由 SB 及 (1)—(3), 并 引用 命题 3.2 即 知 A<B, GE): 

命题 11.4 设 工 为 儿 中 的 理论 , WHECHEK S 及 T 的 
扩张 于 (到 为 区 中 的 理论 ), 使 工 有 内 在 的 Skolem MR. HEH, 
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T 的 每 一 模型 都 能 膨胀 为 了 的 模型 ， 
证 明 令 So 一 cc 一 (Ho)* 5°, Hass 5 (Fa) "5 
(n < ©), HA YF = U nk T=TUU Ze, (其 中 ,zs, 是 


Ln TE Lass HAY Skolem 理论 ). 

1、 现 在 证 明 T 有 内 在 的 Skolem 函数 ， 

任 取 多 中 一 个 形状 为 (ax)qp(xx*……x,) 的 公式 %， 由 双 定 
A, Em < off bE LS, 中 的 公式 ,所 以 ,在 Ze, 中 含有 下 列 
语句 av 

(Vy ys) (by)) > PCF re Yad Inds 
从 而 有 Tho, 

由 于 对 每 个 如 上 形状 的 上 ,F(x1*……xs) 都 是 多 中 的 项 ， 所 
以 ,T 有 内 在 的 Skolem 函数 . 

2， 任 取 工 的 模型 %。 现 在 证 明 U ERIKA T RB. 

— AHH UA, 则 如 是 经 ,的 模型 。 由 命题 11.1 (i) A, WE 
SH, tA Skolem 膨胀 ， 任 取 其 一 记 为 AU, WWRSZe,. 又 由 WE 
TT 有 WET, PFUAUET U2e,. 

设 已 有 WETUSs, Ue: Uly.. GLIA, FEU 在 
SF pat 中 的 Skolem ie: He Uris, HEE Appi T UZ U Se U 2%,. 

由 逐步 膨胀 的 模型 系列 Uy, WU, … ,Ws，.……， 依 自然 方式 可 
得 史 的 一 个 模型 所 , 它 是 忌 的 周 账 . 

任 取 了 中 一 个 语句 a。 由 工 定义 易 见 ,存在 m 达 % 使 sv€E TU 
Ze, U eae UZz ， MAL EST Al, Unik o, 从 而 ,也 有 Wee, 

所 以 MET. GE) 

设 % 为 语言 S 的 一 个 模型 , X 是 其 论 域 4 的 一 个 子 集 ， 在 式 
上 有 一 个 顺序 关系 二 使 X 成 为 有 序 集 (全 序 集 ), 但 < 未 必 是 外 中 
的 关系 。 如 果 对 XX 的 任何 两 个 同 长 度 的 有 限 子 序列 一 … 一 
xs 及 7 二 .… 二 ys 都 有 | 

CA, xr, oo, ee A, 1, 08s Ved. 
(此 式 两 端 都 看 作 一 个 膨胀 语言 2 Ula, ++, co} 的 模型 ,) 则 称 
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X 是 站 中 一 集 ( 对 于 < 而 言 的 ) 不 可 韩元 ， 

如 果 < 天 是 明显 的 , 则 可 略 去 不 提 ， 而 简称 X 是 妆 中 一 - 集 不 可 
辨 元 . 

命题 11.5 设 《X, 二) 是 模型 A 的 一 个 有 序 子 集 。 如 果 对 X 
的 任何 两 个 同 长 度 的 有 限 子 序列 x 二 … Se Rie <n, 
都 存在 由 站 到 针 上 的 自 同 构 对 应 f, 能 使 1(x1) 一 nae fen) = 
Yo, WX 是 所 中 一 集 不 可 办 元 . 

TA 对 X 的 每 两 个 同 长 度 有 限 子 序列 x 二 … <x, 
y < 一, 显 见 相应 的 于 是 由 《2 xxzo) 到 《3 sees 
Yn.) 上 的 同 构 对 应 ,从 而 ,有 

© Pe ee Uy) 

所 以 ,XX 是 中 一 集 不 可 辨 元 。( 证 毕 ) 

Al Ro = {+,+,0,1},UHE-MPF bE a PABRA 
TE TG 1, .…，, ws 的 多 项 式 环 F[c,… ,Qs]。 则 由 命题 11.5 可 知 ， 
{o1, +++, On} EUA—RAT HI. CAB, {al, ---, an} 也 是 
的 一 集 不 可 辨 元 ; 更 一 般 些 , 对 任何 p(@)€ Fla), {p(a),:--, 
P(o,)} 也 是 A 的 一 集 不 可 辨 元 ;等 等 。 以 下 各 例 仿 此 .) 

例 2 设 经 一 {1}, 氏 为 由 一 集 自由 生成 元 X 二 {go, &， 
SS} 生成 的 自由 群 。 则 由 命题 11.5 可 知 ，X 是 % 的 一 集 不 可 
辨 元 . 

例 3 hh Y=-{U,N,'’,0,1}, 站 为 由 一 集 原 子 X={ao， 
as 4,,°°°} 生成 的 布尔 代数 。 则 由 命题 11.5 可 知 ，X 是 的 一 
集 不 可 状元 。 

异型 的 自 同 梅 群 与 不 可 辩 元 集 有 密切 的 联系 。 以 上 的 例子 说 
有 明 , 由 一 个 模型 的 自 同 构 群 G6, 可 以 找 出 岂 的 种 种 不 可 状元 集 ， 
一 个 反方 向 的 事例 是 (以 下 将 证 明 ), 对 于 任 一 个 无 限 模型 外 ,通过 
MMA HI, TASH 外 的 具有 任意 大 自 同 构 群 G 的 初等 扩 
ois. 

引 理 11.6 设 了 为 多 中 的 理论 ,具有 无 限 模型 ， 令 经 一 ey 
Ut{cs: n€ w}， 其 中 诸 c4 为 新 常量 。 WS’ 中 的 下 列 理论 7' 和 
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谐 : 
To = TU, F ers Ul pC: ceo) P(e): 
PAL 中 公式 ,过 之 fo 过-… 之 J}. 
证 明 任 取 工 的 一 个 无 限 模型 A 及 4 的 一 个 可 数 无 限 子 集 
P。 任 依 一 法 把 了 排 为 序 型 w 的 良 序 集 : 
po < ps < (nk w). 
1 对 和 中 每 一 公式 On: on), & 
Ts 一 TUtce F ca} UL bles: cm) rp eic,): 
i < nh jn). 
(注意 : ET’, pt Yo 中 一 切 公 式 。 而 在 Ts 中 ， 峭 是 取 定 
的 .) 
现在 证 明 : 存在 P 的 无 限 子 集 0(= 9,), 其 元 素 为 (在 上 述 忆 
的 顺序 下 ) 
qd 4 (nEw), 
能 使 Uo = (A,qr)reoFT,. (1) 
把 [P]” 分 为 两 个 子 集 : 
A, 一 {ps 一 … <op; WE dbl: ++ en)LP;,°° *Pinlts 
Ay = (Pi < <P, SWE Th: $n) PG Pi}. 
则 由 Ramsey 定理 知 ， 存 在 P 的 无 限 子 集 0, 使 (921"S4d 或 
[0]”ES4. 
Ll. GlOWSA. 对 任何 自然 数 序列 坟 二 … <in 及 
有 1 二.…- 二 jm， 都 有 4 二:… <u, 及 gy < 二 4;,， 再 由 
[OSA BH AEM, A UMEG( 9: Fig) 及 pv 
Om 149i, dims 从 而 易 见 , 有 
Ao = 〈%Lqo;91 42， Eble; - : ci) < 一 > 中 (ci =. Cin de 
MEW UET UL Zea}. Pr 
AE Ty, 
12. @[Q1"SA,, 可 仿 上 证 明 (1) mew. 
2. 设 对 SG PARR 个 公式 加 (0 “Wi )s ey ,piv * "Umy)» 
都 有 P 的 无 限 子 集 OC=— 9,4) = 19 <N< <-->}, 能 使 
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Yo = (CU, Fence Ty Uses UTE (2) 
现在 证 明 ， 对 于 罗 中 任意 及 十 1 个 公式 A em) i's 
Prise eo 也 存在 P 的 无 限 子 集 OC= Oy... bey = {qo 
ii 9; 二 …), 能 使 
WET, Us UT sy (3) 
由 (2) 知 ， 存 在 P 的 无 限 子 集 R= {rn<r<n<.…}, 
能 使 
— (Mr) Ts UY UT op (4) 
把 mia 简 记 为 m, 并 把 [R]” 分 为 两 个 子 集 : 
Bo = {ri < << 74 Ar mr tig }, 
By = {ri < Tin URE pV 7 “ym) lr. ‘rim 1}. | 
则 由 Ramsey 定理 知 ， 存 在 R 的 无 限 子 集 0 = {do 二 4 二 < 
~},f8 [OI"SB, MLOIMSBy, 再 仿 11. 及 1.2. Al, 


Ap = (U9 a) weak T apy, (5) 
MH 4) 及 To，%…， THR BRALLA 

(AQET, Us UT ey (6) 
Hy (5), (6) BIG G). 


3, 由 1. 及 2. 易 见 ,7 的 任何 有 限 子 集 都 和 谐 。 从 而 , aA 
致 性 定理 知 ,7 和 谐 . GER) 

定理 11.7 UT HSER, 具有 无 限 模型 。 又 设 (X， 
<) 为 任 一 有 序 集 . 则 存在 TT 的 模型 ,使 XESSA4, 并 且 ,X 是 外 中 
的 一 集 不 可 状元 。 

WA So’ 一 PH Uie xe X}, Rhee AMBER. 并 
4> 

TI = T Ufes, FE cx,: X15 %2 € Xx, 尖 xayUieple:,: “Czn) 

s+ plcy cys): PAH ABH a See cK 

图 < 一 ys 为 人 中 元 素 }. 

显 见 (X, 二 ) 的 每 一 有 限 子 集 都 能 同 构 钳 入 (Co, <) 中 .所 
DL, MET 的 任何 有 限 子 集 A 都 可 通过 这 样 的 戏 人 而 看 作 是 3 
理 11.6 中 7' OTR, GER, WEAN jp oo 之 四 一 7 者 ,中 
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含有 语句 (ci # er) Cej, = cj,)， 再 由 ci 关 c2 即 可 推出 Ci, se 
ch, ) 从 而 ,由 了 和谐 知 ,A 和 谐 。 故 由 紧 致 性 定理 可 知 ,7; 和 谐 。 

ERT MRD W BRE S 中 的 归 约 为 %。 WABTAR 
型 。 又 易 见 ,不 仿 把 % 中 对 诸 ce X) 的 解释 就 等 同 于 x 自身， 
从 而 有 XGA, 

另外 ,由 Ti 的 形状 可 见 ,对 任何 正 整 数 # 及 X 中 任何 x 二，…。 
<x Risse << yet OD PEAARK (1: +0.) 都 有 

UWEplx---x.] BAR UR ely: ys] 

由 此 可 知 ,(% xa, eee y eu) = CU, 1, 22°, Mn), 

所 以 ,X 是 外 中 的 一 集 不 可 辨 元 . GE) 

引 理 11.8 2S 中 的 理论 TT 具 有 内 在 的 Skolem HR, 
是 工 的 模型 ,XS 4, 并 且 X 是 9(X) 中 的 一 集 不 可 辨 元 ， 以 G, 记 
APR (X,<) 的 自 同 构 群 ,G; 记 经 的 模型 S(X) 的 自 同 构 群 ， 
则 G, 能 同 构 地 媒人 G; 中 . 

证 明 1. 设 pt G6 是 (X，<=) 的 任 一 自 同 构 ， 则 对 X 中 和 任 
何 有 限 递 增 序列 x 二.… 二 x,, 都 有 px) << +++ 过 p(xs)， 从 
而 ,由 不 可 辨 元 定义 有 

(D(X), ary 29+, en) = D(X), wl), +++, pxa)). 《1) 

由 了 工具 有 内 在 的 Skolem RMA, XU HARA 
”就 是 其 Skolem 闭 包 3(CX)， 再 由 (1) 可 知 ,由 上 能 依 自然 方式 决 
定 一 个 由 A(X) 到 H(X) 内 的 1-1 映射 ,能 保持 乡 中 所 有 的 关 
ARR. (例如: 设 弘 二 {图 ,o,…:,a,0,'…*}. 任 
mye H(X), 则 y 可 由 X 中 的 元 及 的 特 指 常量 经 中 运算 表 
Ih. (ABW AX) 恰 由 一 切 能 这 样 表 出 的 元 组 成 . ) 例 如 , 若 ?一 
xio(ai 申 xz)， 其 中 a, EX a AUD c. RR, MEX 
E(y) 为 w(x.)°(a,@ul~)), HU) 可 知 、， 这 样 定义 的 匹 是 1-1 
的 ,并 且 保 持 S 中 所 有 的 关系 、 BRR BR.) ee So 的 
模型 D(X) 到 其 自身 内 的 同 构 映 射 ， 

MEF eX EX EAR, 易 见 ,五 也 是 由 A(X) By 
H(X) 上 的 映射 .〈 例 如 ， 对 于 上 举 的 一 2,0(4,0~,), 由 2 的 到 
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上 性 知 ， 存在 tsU2€ 久 使 X= 二 ula), za 一 ulm), 从 而 ,HC(X) 中 
的 元 m°(a,Du,) 即 能 经 二 而 映射 到 y.) 

Pr, HE G3. 

2 AEG HwyxAwm, DWzAGHAHam (A wGSe, 
paS jh, ) 

3. GEG Hwy = me pp、 则 对 任何 xE X 都 有 p(x) = 
a(w(s)). Biba, WE ye A(X) BABY) = ii, (ia(y)). 
(例如 ， 对 于 上 举 的 y= 2,0 (4,0n), A BG) = w(x) 2 (aD 
ps( x2) ) = pr pales) ) °C a, @ pal wel x2))) = AC ena) 0 (a, Bena) )) = 
2, (@2(x,°(4,022))) = ACH). Mina b= mh: hh 

4. 由 1. 至 3. BR, o:p—> Ave G,) BAR G, 到 群 G: 内 
PUTA TARR ET. 《证 毕 ) 

定理 11.9 设立 为 乡 的 一 个 无 限 模型 ，o 为 任 一 基数 ， 则 存 
在 % 的 初等 扩张 SE 的 自 同 构 群 的 基数 之 a. 

WAR 令 T 为 % 在 纪 中 的 完全 理论 ThA). Here 11.4, 
存在 VS 的 膨胀 o* 及 了 工 的 扩张 T* (2* 中 的 理论 ) 使 ; 

7T* 有 内 在 的 Skolem 函数 ， (1) 
IF HU 能 膨胀 为 2* 的 模型 % ,使 U*ET*, 

令 Li= C*Ule:@€ 4}, 以 T, 记 A* 的 初等 图 象 (5$ 中 
AFI). WT, 有 无 限 模 型 M4 = (w*, a)sex。 现在 证 明 : 7 也 
有 内 在 的 Skolem PRK, 

对 于 多 4 中 每 一 形状 为 (Sr) plan: xnca co) 的 公式 由， 
考虑 多 ”中 相应 的 公式 册 一 (az)9(xzxz xz + +2,), 由 (1) 知 ， 
存在 O* 中 的 项 如 (xz rez 2), 能 使 

T HCV yet br) (iC: Yad * Ws) 
—> p(t Ce Vat Ur) nthe ar))， 
但 显 见 T*OT,, A, OT. 也 能 推出 上 式 。 再 经 语义 讨论 (或 
经 形式 推演 ) 可 得 
Ti (Vy Ya) Ch Yala, co, 
一 lly (Va Vala, eco) 为 :ywco Co,)). 
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把 和 (xxaco… co) BICEP (nh BTM) wha 
a) ,并 注意 ACW yncs Co) 就 是 (yy,)，、 则 上 式 可 写 为 
Tih (W 92 ya) pF) > psy ) yy)). 

所 以 ,( 在 4) T, 有 内 在 的 Skolem PARR. 

设 (X, 天) 是 任 一 有 序 集 。 FERIA, FET 的 模型 
UW, 使 X41, 并 且 X 是 % 中 一 集 不 可 辩 元 。 又 由 命题 11.2, 有 
H(X)<W, HILAR, XBT, 的 模型 95(X) 的 一 集 不 可 状元 。 

以 Sig o(X) 在 纺 * 中 的 妇 约 ， 则 由 9S(X) 上 ET 二 Th) 
Al, 不 妨 设 U<B*, BUABSic 8* 在 HHIAN, MANA< 
B, 

另外 ,由 引 理 11.8 可 知 : 只 要 取 (X ,< 天) 使 有 不 少 于 v 个 自 同 
构 对 应 (这 一 点 易于 作 到 ), 则 9(X) 就 有 不 少 于 a 个 自 同 构 对 应 . 

又 : 0X) 的 每 一 自 同 构 对 应 ， 显 然 也 是 其 归 约 3 的 自 同 构 
对 上 应. 

综合 以 上 即 知 : TARHUNMS TKS, 使 其 自 同 构 群 的 
基数 宇 c.。 (证 毕 ) 

定理 11.10 设 T 为 可 数 语言 g 中 的 理论 ， 具 有 无 限 模型 . 
则 对 于 每 一 基数 c，7 都 具有 基数 为 a 的 模型 站 能 使 ， 对 4 的 每 
一 子 集 B， UZ Ff, = SF Ules: bE B} 中 的 膨胀 As 二 (并, Boca 
至 多 实现 181 十 e 个 (经 中 的 ) 型 . 

证 明 ”由 命题 11.4 A, 7 可 以 扩张 为 一 个 可 数 语言 到 (之 
Sf) 中 的 理论 了 ,使 工具 有 内 在 的 Skolem MR, 并 且 , 了 仍 有 无 
限 模 型 。 

K(X, <<) 为 一 个 序 型 a 的 良 序 集 。 由 定理 11.7 可 知 , 存在 
T 的 模型 统 , FEE XCAR XU 中 一 集 不 可 辨 元 . 

A YOOX EU, HERA FRB, Wd 工 有 内 在 的 Skolem PK 
way, U<XU Min, AUST. MH XCARAKXURXEA 
中 一 集 不 可 辨 元 易 知 , X 也 是 U—RAR AHIR, 由 IX|= 
ak 只 RAR, UBRMH a, 

任意 取 定 了 BESE4。 并 对 每 一 2e 了 ,任意 取 定 一 个 用 X 中 元 素 
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SNM 过 ys, 存 Z 上 等 偷 时 ,它们 也 
在 Ws (UN, bres 中 适合 ca 中 同样 的 公式 . (8) 
这 是 因为 : 若 二 … <r EU 中 适合 Se PANY (v1:… 
Vals °° C6,) ,BD | 
Wed (v,- Unto °° Cy, [Rie kal. (9) 
设 (1) 处 对 a, +--+, 4, 取 定 的 表达 式 各 为 (不 妨 设 变 元 已 统一 ) 
B= Tw ssw, Ee], ,bs = Tw wy) [zi eels 
(如 过 < 之 zi 为 Z 中 元 素 ), 则 由 (9) DA 
ppv vor © RT FO RA RS 7D) SEE oe ]. 
此 式 右 端 为 A 中 的 公式 ,故此 式 右 端 在 入 中 也 成 立 , 从 而 又 有 
zz 上 多 vorice ca) eT (ceca)) [x otal. 
由 此 及 (3) 可 得 | 
Ep acs ca) Tee, Cag ILM Mel. 
从 而 有 Weebly: vt) Tw Ey 
zl, 
及 Wk p(o1- "Unc, by LW Yad. 
到 二 …* 之 yr 也 适合 (vivrcs*'*cs)。 由 此 易 见 (8) 成 
Ls 
由 (8) 易 知 ， 当 X\Z BN See Se Gees In 
在 Z 上 等 价 时 , 对 于 多 a PBS cy: +e.) 而 言 , Me 中 的 元 
[xi xn] 及 4 和 ys] 适合 空 s 中 同样 的 型 . 
另外 ,X\2 中 的 = 元 递增 序列 (n 通过 wm) 在 Z 上 互 不 等 价 的 
至 多 有 |\Z|\+o%4, KEAN: 如 果 对 每 个 xce X\Z, (i) 当 存 
在 ze6Z 使 zx 时 , 令 z 为 最 小 的 这 样 的 z 订 注意 (4Z， 王 ) BR 
PRX, <) 的 于 集 ， 所 以 也 是 民 序 集 .) i) BREE EZ 使 
x 达 z 了 时, 令 x' 为 形式 记号 OC 。， 则 易 见 ,，“X\Z POPS ace 
re Rn <I EZ ELS MABRY “ety Be B= 
Yn. 所 以 ，X\Z 中 在 Z 上 互 不 等 价 的 7 元 递增 序列 (n 通过 o) 
个 数 &， 不 超过 由 诸 * 所 成 的 4 元 序列 个 数 , 但 由 x' 定义 可 知 ， 
x 的 个 数 不 超 过 2 1 十 1d, SIZ) 4+ 1) + CZ (4+1)+ 
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(Zi +13 +--+ = (Z| +. 

VAT, As 中 的 项 至 多 有 |B) + ort, GER OS WR.) 

HU ELS RA, Us 中 形状 为 并 xz zw] oc CR el 
Vs) 通过 Ss 中 一 切 项 ,，z 一 … 一 xs 通过 XNZ 中 一 切 递 增 ” 
元 组 , ” 通过 w) 至 多 实现 18| toh} 多 zs 中 的 型 。 

又 : 因 气 由 x 生成 ， 故 其 论 域 4 中 每 个 元 。 都 能 表示 为 
tvVi Va ar)[xi ered or] BIR, BH, (oy: vat- er) 
为 c2 中 的 项 ， Mig tt, XE X\Z, Big **%y BE 民 ， BA ik 
2 一 … <oxe, Al, @ RBA tlie + Once ees, Laie en) 
FER, FB, (ayes once co) SH (Yn) 为 AAGSH ws) 中 
ANT. be EBRD, 

| ?中 的 元 至 多 实现 181 十 wm 个 PO, 中 的 型 . (10) 

WUid te SY 中 的 归 约 , 则 由 有 FT SIUET. HE, 
以 上 知 ,X 的 基数 为 w。 

UE Se, PHBKA 易 见 就 是 所; 在 5s 中 的 归 约 。 对 于 
Ms 中 的 任 二 元 wx， 43, 如 果 它 们 在 A HAS, PRAY, WW 
易 见 它们 在 Us 中 也 实现 os 中 相同 的 型 。 由 此 及 (10) 即 可 知 : 
Us 中 的 元 至 多 实现 (Bl tot} Vs POR, GEE) 

定理 11.10 是 很 有 用 的 工具 性 定理 。 例如 ， 它 对 于 证 明 重 要 
”的 Morley 范畴 狂 定理 有 作用 。 后 一 定理 现在 只 引述 如 下 , 证 了 明 

暂 略 。( 可 参看 文献 [1] 中 第 7 BS 1 节 或 文献 [17].) 
设 了 是 语言 经 中 的 理论 , o 为 一 基数 。 如 果 工 有 且 ( 在 同 构 
意义 下 ) 只 有 1 个 基数 为 o 的 模型 , 则 称 了 为 c- 范 畴 的 . 
定理 11.11 (Morley) 设 了 是 可 数 语言 史 中 的 完全 理论 。 如 
果 对 某 个 不 可 数 基 数 c, 了 是 a- 范畴 的 ， 则 对 每 个 不 可 数 基数 8， 
T 都 是 68- 范畴 的 . 

Min, 利用 定理 11.10, 可 以 证 明 无 限 群 理论 中 的 下 列 定 理 ， 

一 个 群 G, 当 适合 下 列 条 件 (i) 至 (说) 时 , 称 为 万 有 局 部 有 限 
群 : 

G) G 是 局 部 有 限 的 。 即 : G 的 每 一 有 限 子 集 生 成 的 子 群 都 
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是 有 限 群 。 

(i) 每 一 个 有 限 群 已 都 能 同 构 地 人 嵌入 G 中 . 

Gi) 对 于 G 中 任何 两 个 同 构 的 有 限 子 群 Hi KM, 都 存在 G 
的 内 自 同 构 ( 即 : ARI x > axa”! (x € G) 的 自 同 构 ) 能 把 已 BR 
射 到 五 上 .， | 

定理 11.12 对 每 一 不 可 数 基数 a, 都 存在 不 同 构 的 基数 为 
的 万 有 局 部 有 限 群 . 

证 明 略 去 ， 可 参看 文献 [181, (19). 


= “用 线 代数 方法 可 以 证 明 ， 可 数 的 万 有 局 部 有 限 群 存在 且 
唯一 . 
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第 十 二 章 饱和 模型 


RUA S 的 模型 , «H-BM. SUA CMAN MA 
a- 饱 和 的 。 条 件 是 ， 对 4 的 每 一 子 集 XX 之 1X1 co 8, UE 
Ly =f Ulea: a EX} 中 的 脱 胀 Mx = CU, a)hecx 能 实现 Sx 中 
每 一 个 与 Th(Uy) 和 谐 的 型 3(x)， 

如 果 所 是 141- 饱 和 的 , 则 称 % 为 饱和 模型 

设 二 为 一 序数 ,我 们 以 54 表示 由 4 中 元 素 构 成 的 序 型 为 上 的 
序列 的 全 集 。 因 而 , 若 ze54, 则 < 可 记 为 {4:3 <E}. ( 诸 4a, 中 
可 以 有 重复 的 元 .) 若 视 {2,24 << E} ATES X, 则 Uy 也 可 记 
为 (A, as) <s. 

命题 12.1 (i) 若 a 为 一 极限 基数 ， 则 外 为 a- 饱 和 的 充分 必 
要 条 件 是 .对 每 一 基数 f <a, % 都 是 p- 饱 和 的 。 

Gi) [为 ga- 饱和 的 一 个 充分 必要 条 件 是 ， 对 每 一 序数 5 过 0 
及 每 一 a€ “4 ， 模 型 (a,),<s FERAL Utc :7 三 5} 中 每 一 
个 与 Th((%1, a,),<e) 和 谐 的 型 3(z)。( 以 下 把 <。 简 记 为 e101 二 
E).) 

Gii) 车 外 是 a- 饱 和 的 , 则 外 的 每 一 归 约 模型 也 是 a- 饱 和 的 ， 

证 明 ”1. 由 a- 饱和 模型 及 极限 基数 的 定义 易 见 ,， (i) 成 立 . 

2， 由 6 为 基数 及 5 < a 可知, 对 于 每 一 a&€ {4 ， 当 看 作 无 序 
集 时 ,其 基数 小 于 a。 另 外 ,对 于 a 一 {a,: <E} 中 的 重复 项 , £ 
有 关 的 语法 或 语义 讨论 中 ,也 易于 处 理 。 由 此 即 可 知 Gi) mw. 

3. HEE ii), we 的 模型 % 是 wa- 饱和 的 , & 在 语言 
L'SH 中 的 归 约 为 由 

任 取 XQAVIX| 过 a 者 . 令 2 一 2 Uc: a€ X}, = 
(2 ,ea)oex。 设 卫 (*) 是 x 中 一 个 与 Th(Mx) 和 谐 的 型 。 - 

现在 证 明 ,2 (x) 也 与 Th(%x) 和 谐 ， 假 车 不 然 , 则 由 命题 6.1 
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知 ,存在 了 3(*) WIR Flore), +++, 0 G)}, CHR Th(Ay ) 
的 任何 模型 中 实现 ,从 而 ,有 


ThA FE Ia) (a, @) A No(%)). (1) 
由 此 可 证 ,也 有 
Th(Uy 132) (or) A+++ Ao). (2) 


(这 是 因为 : (2) RAE ix 中 的 语句 。 假 若 (2) 不 成 立 , 则 由 
THOU) EA 中 的 完全 性 应 有 
ThA) (Sx) (a, Ce) A+++ Nalx)). 
再 由 Th(Ax)STh(Ax) 有 
Th(Wx)E (ar) (a @)A---Ag,@)). 
与 (1) 及 Th(%x) 的 和 谐 性 矛盾 ,) 但 由 (2) 易 知 ,> Cw) THOM) 
不 和 谐 ,与 (x) 的 取 法 不 合 。 所 以 ,Z (x) 与 Th(Mx) MiB. 

L(x) 可 以 扩张 为 x 中 一 个 与 Th(%x) 和 谐 的 型 2(v)。 由 
% a-ha MA 2(x) 能 在 Ux 中 实现 。 但 晶 见 ,kx 是 Mx Ax 
的 归 约 ,由 此 即 知 ,2 (x) 能 在 Uy 中 实现 . 

所 以 ,是 wa- 饱和 的 . 《证 毕 ) 

命题 12.2 (i) 若 乡 的 无 限 模型 % 是 sa- 饱和 的 ， 则 
141 2a, 

Gi) 当 且 只 当红 为 有 限 模型 时 ， 外 对 一 切 基 数 o 为 a- 饱 和 
的 . 

WR 1. EWM. 令 24 一 玫 Uc ao€ A), 并 另 取 一 个 新 
常量 c， 沽 虑 2 4Uftecy 中 的 理论 T, 一 TRAD ULe Ae: af 
A}, 由 无限 及 紧 致 性 定理 易 见 ,7 和谐。 由 此 易 知 ,5 4 中 的 
公式 集 U(x) 一 {x 基 co a€ 4} TH(W,) 和 谐 . 把 B(x) EK 
一 法 扩大 为 乡 4 中 一 个 与 Th(W,) 和 谐 的 型 FC), 则 由 21) 的 
定义 易 见 , Fe) 不 能 在 M4 — (A, a)eee PRM. Mit, HUA a- 
饱和 可 知 ,141 Sa. 

2， 证 (i). 

2.1. 若 % 为 无 限 模型 , 则 由 G) AM. 对 任何 a 141, 不 是 
xc- 饱 积 的 。 
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2.2 若 %f 为 有 限 模型 。 任 取 XS 4 及 Sx 中 一 个 与 Th(x) 
和 谐 的 型 25(xz). 现在 证 明 2(x) 能 在 Ax 中 实现 

由 3(x) 与 Th(Ax) 和 谐 知 F(x) 能 在 Thx) 的 一 个 模型 
(B, dex PRA. 但 由 Th(Mx) 为 完全 理论 可 知 ，( 在 经 x 中 ) 
% == (8,bo)sex， 再 由 Ux HARE REA ALU, 兰 (8B,6bo)sex。 所 
以 ,>(x) 也 能 在 Uy 中 实现 ， 

由 以 上 即 可 知 , 对 任何 oo, A 都 是 a- 饱 和 的 (证 毕 ) 

引 理 12.3 RAE S MRA ll<co#H,w<|A\< 
2°, WF 中 的 初等 扩张 ,使 181 一 2°, HBS: 对 4 的 每 一 
个 基数 不 超过 0 的 子 集 X, Bx HEB HE — PS ThAy) 和 谐 的 
(Hx 中 的 ) 型 (x). 

证 明 由 14| 志 2° 易 知 ,4 的 基数 不 超过 o 的 子 集 X 至 多 有 
2 个。 对 每 一 取 定 的 X ,语言 x 中 公式 个 数 不 超 过 4 个 , 从 而 ， 
x 中 的 型 (x) BEA 24. 

对 4 的 每 个 基数 不 超过 6c 的 子 集 X 及 每 个 与 ThA) 和 谐 的 
(fx 中 的 ) 型 3Gx)， 引 人 一 个 新 常量 符号 cxs (由 上 知 其 总 数 不 
超过 2°), STHUNMSARI(S, 中 的 理论 ) 与 一 切 了 cxz) 
的 并 . 

1. 现在 证 明 T 和 谐 且 有 无 限 模型 . 

1.1. 先 证 明 , 对 每 个 X 忆 4 及 Sx 中 每 个 与 Th(x) MiB 
(x 中 的 ) 型 3(x) ,3(x) 也 与 Th(3%4)( 即 TT) 和 谐 . 

以 Ss 记 Vx PRB AR (Cr)(ar-:-Aon): m 之 wo; 
O15°°* onEcEZ(Cxs)}。 由 32(Cxz) 与 ThC2x) 和 谐 及 命题 2.2.7 A, Th 
(ix)U Sr 和谐 。 但 显 见 Thy) AY, 中 的 极 大 和 谐 集 , 所 以 ， 

S;STh(A,)SThHA,) 一 工 (1) 
Miu TU Ss 和 谐 。 再 由 命题 6.1 可 知 ,2(x) ST 和 谐 ， 

1.2。 假 若 了 不 和 谐 , 则 由 紧 致 性 定理 易 见 ， 存 在 有 限 个 语句 
O 一 ocx 5 )EZ3(Ccxz)， or 一 ar(cxrzr)Ez3(Ccxz) 使 TU 
{a ,or 不 和 谐 。 并 且 , 由 于 易 见 ,每 个 3(x) 都 对 人 人 封闭, 故 
可 设 (xz ， … 2GCxz) 互 不 相同 ， 因 而 cxiz,， cxrzy 也 互 不 相 
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同 . 
由 上 易 见 
rE) VV (+o,). 
但 cx,s,、……,cx,z, PRET 中 出 现 ,和 且 互 不 相同 , 故 由 上 式 可 得 
TE=(Vr)(Ta()) VV (Vr) (0,(2)). 
从 而 也 有 


1 六 一 ((3ar)oCx) 人 .人 和 人 (3ar)or(x))， (2) 
但 仿 (1) 可 知 ,(3x)a(x) ET 且 … 且 (3x)o,(x) ET, 从 而 ,又 
有 
TE(3r)a (rx) 人: A (3r)0,(%). 
与 (2) 及 TT 的 和 谐 狂 矛盾 . 


所 以 T 和谐， 

1.3. 工 的 模型 都 是 了 的 模型 。 但 由 了 的 定义 及 w 委 141| 易 
知 , T 的 模型 都 是 无 限 模型 。 MU, T 也 如 此 

2， 由 以 上 可 知 , 工 所 在 的 语言 2 适合 Ilo'|< 2%. 再 由 1 
及 LST 定理 可 知 ,，7 具有 基数 为 2" 的 模型 g， 令 男 为 在 5 
中 的 妇 约 . 

由 TET 知 AR<%B， 故 不 妨 设 已 改变 记号 使 UXS, BAT 
的 定义 即 易 见 ,B 具有 引 理 中 所 说 的 性 质 、( 证 毕 ) 

引 理 12.4 设 上 上 缘 上 a, 并 且 SPRPUBA wo |Al< 
2°, 则 存在 一 个 基数 为 2° 的 模型 和 ， 它 是 的 初等 扩张 并 县 是 
otf AIRY. (at 为 大 于 0 的 最 小 基数 .) 

TER 1. 我 们 先 构 作 一 个 长 度 为 2 的 初等 链 BCE < 2°) 使 
适合 下 列 二 条 件 : 

(i) 每 一 % 的 基数 都 是 2*, 并 且 是 2 的 初等 扩张 。 

(ii) 若 二 一 3 十 1， 则 对 BL, 的 每 一 基数 不 超过 e 的 子 集 X， 
(Sg, a)ocx 能 实现 每 一 个 与 Th((3,; ,a)wex) MIRA FC). 

诸 Zi; 的 归纳 作法 如 下 。 

1.1 令 3, HH UM KSB 12.3 Pree B. MBA Ga), Ci) 
对 8 = 0 LMM.) 
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1.2. 设 0 < e 一 2*， 并 设 对 一 切 小 于 OM EBA HB KH 
成 初等 链 且 合 (i) 及 Ci), 

1.2.1。 若 为 一 极限 序数 。 令 BB, 一 Ure B. 现在 证 3, 合 
(i). (Gi) SFE = p 无 意义 .) 

由 归纳 假设 及 初等 链 定 理 易 见 ,A8,。。 由 诸 | B61=2 E< 
Pp) 及 Pp 二 2° 易 知 ,1B,| = 2°. 

1.2.2, 若 p 为 9 十 1 BR, &B, 为 由 3, 依 引 理 12.3( 视 
G, 为 该 引 理 中 的 A) 所 得 的 3. 

”由 外 <%8,( 妇 纳 假设 ) 及 B,<B,, AU<XB,, SI 123M, 
18,| 一 2， 所 以 3, 合 (i)， 

又 由 引 理 12.3 1,3, 与 3, (看 作 B) 也 合 (ii), 

1.2.3。 由 归纳 假设 及 GS FEB, BBE) HAMS 
链 。 归纳 构 作 至 此 完成 . 

2 令 遇 一 UrerB,. WAWU<S A |B| = 2°, 

任 取 8 的 基数 不 超过 & 的 子 集 XX。 并 任 取 一 个 与 Th(Bx) 和 
谐 的 (x 中 的 ) 型 2(x)。 

由 于 2“ 的 共 尾 数 大 于 c, 故 知 存在 一 9 < 2° 能 使 XSDB,， 由 
此 及 3,< 吕 易 知 ,Th((3,,a)sex) = Th(Bx)。 所 以 ,2(x) 也 是 与 
Th((8,,4a)sex) MBAR. 

由 Baa. 的 性 质 (ii) 可 知 ,存在 56e BaSB ,能 在 (3,41,4) sex 
中 实现 3(x)。 即 

(Bast, a)eexE (x) LL]. 
再 由 83,41 六 8 可 知 ,也 有 
(B, a)ecxF (x) [5]. 
Bl b 在 Bx 一 (3,a)sex 中 也 实现 3(x). 

所 以 ,B83 是 e+- 饱和 的 , (证 毕 ) | 

命题 12.5 (i) ki¢gi<« Ne 中 每 个 有 无 限 模型 的 理 
论 了 ,对 每 个 不 可 达 基 数 7 > ac, 都 有 基数 为 7 的 饱和 模型 ， 

(i) 在 广义 连续 统 假 设 之 下 , 若 se 上 入 a, We her eE 
限 模型 的 理论 了 ,对 每 个 正则 基数 Y > a, 都 有 基数 为 7 的 饱和 模 
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型 

证 明 1. 证 (). 设 3 为 工 的 一 个 基数 为 的 模型 (由 LLST 
定理 知 存在 )。 由 WL A, 屡次 引用 引 理 12.4， 可 作出 一 个 初等 
fi U,(8 通过 一 切 适 合 a 二 8 二 7 的 基数 ), 使 适合 下 列 二 条 件 : 

(a) 若 为 极限 基数 , 则 Us = Uscals, 并 且 , 19le| < rigs 

(b) BP =st(axs<7), Wi Us H—-MH 2 (<2*) 的 
6+- 饱 和 模型 。 
(用 引 理 12.4 依 条 件 (a) ,(b) 对 一 团 适 合 a 二 8 二 7 的 基数 8 归 
SA ROVER) By.) 

4%,= U acpcr Up. 

Ll, 由 M6 上 ET 及 U<U+ (由 引 理 12.4) RW XU, (HOS 
链 定 理 ) 可 知 , WET. 

1.2。 由 7 为 不 可 达 基 数 易 见 , >。cpcr2 和 7 .7 一 7Y: 所 以 ， 
{U,| 委 pcr [| SG 之 sc<pcr2 委 7. 另外 ,对 任何 基数 a< p< 

Y,Aa<B SMP, Ut 有 定义 ,并 且 8 一 2 一 ior| 过 

i ， 由 以 上 可 知 , [| 一 >。 

1.3。 再 证 My 是 7- 饱 和 的 . 

任 取 4 的 一 个 基数 小 于 7 的 子 代 XX。 WH ce X, 存在 一 
A (a<)Bo< 7 fR a€ As, 令 有 一 Usex Bs, 则 由 1Xi 二 7 及 7 
的 正则 狂 可 知 ,(a 二 )f <r. PU, 有 定义 , 且 易 见 XSA, ,从 
而 |X| <2%(<7), 

记 2° % Br, Wi (a< el <7 ATL, Us 有 定义 ,并 且 是 pt- 馅 
和 的 . 

任 取 一 个 与 Th((9L ,a)sex) 和 谐 的 (x 中 的 ) 型 (x).。 由 

Wy 及 X 刁 46+ 可 知 ,ZCx) HE PG They, aac) 和 
谐 的 型 . 又 由 于 Uy 是 AT- 饱和 的 , 并 且 1 <8 一 外， 所 以 ， 
存在 66 Agt 能 实现 E(x), ED 
| (Met, aeext=Z(e) (41. 

由 此 及 Up! XW, HA, WBA 


(Uy, a)eexF 2 (x) (4), 
e 150 . 


AR LA Uy 是 7- 饱和 的 ， 

2. 证 (ii)。 2.1. 若 7 为 极限 基数 则 由 广义 连续 绕 假 设 及 题 
设 7 的 正则 性 可 知 , 7 为 不 可 达 基 数 , 从 而 由 (i) 知 , 工具 有 基数 为 
7 的 饱和 模型 . 

2.2, 车 7 为 8+ BR, 则 由 题 设 的 CC<Y 知 ,cs21 委 ac 委 8， 
故 由 LST 定理 知 ,T 具 有 基数 为 8 的 模型 %。 Bio < [Al <2 
及 引 理 12.4 知 ,存在 的 初等 扩张 四 , 其 基数 为 YHA A ie 
和 的。 但 由 广义 连续 统 假 设 , 有 2 二 6+ 一 7, PU, SERRA 
7 的 饱和 模型 。 又 由 M3 RSET. (证 毕 ) 

引 理 12.6 ASRS 的 模型 ,A 是 a- 饱和 的 , U= B, 并 
且 26“"B. WHE a€ “4 ,能 使 (U, ag)eca = (By, be)sco. 

证 明 对 5 二。 归纳 定义 庄 as 如 下 : 

设 对 一 切 ? 二 8, 已 定义 了 诸 a,€ 4 fe (A, a,),<¢ = (%， 
b,) <t。 | 

4 3(«) 为 5b; 在 (器,5;),<s 中 所 决定 的 (在 语言 SUG I< 
#} 中 的 ) 型 。 则 有 

(Bb, ) cg F(x) 6]. (1) 
并 且 3(x) WARES Th((S, b,),<¢) = ThA, 4,) ce) ME. A 
为 a- 饱和 及 命题 12.1 Gi) 可 知 , 存 在 ag € 4 能 在 (A, 4a,)s<s PR 
现 此 型 , 即 


(A, ay) pcg 2%) Lae], (2) 
H (1), (2) 及 2(v) 的 极 大 性 即 知 , 有 
(CU, as) <_ = (B, 4,) nae. (3) 
as(# <a) 的 归纳 定义 至 此 完成 ， 


现在 证 明 CU, as)sco = (B, bi)sca. 

任 取 乡 Ulcs: § <a} 中 一 语 旬 (cs "cs,)。 不 妨 设 E< 
… < EWA: (U, ag)» 当 且 只 当 A, a) Fp 当 且 只 当 
(由 (3)) (8B; 5)t<e Fo SHAY (Bs bec. CEH) 

引 理 12.7 设 c 为 一 无 限 基数 ， 纪 的 模型 4 与 吕 均 为 ce- 饮 
和 的 , BA 三 8， 任 取 4a€"A ROEB, 则 存在 a€"4 及 bE€"*B， 
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能 使 ， 4a 的 值 域 Ga 的 值 域 ; 2e 的 值 域 E2 的 值 域 ; 并 A, QQ, 
areca = (B, be) <a. 

证 明 把 每 一 序数 8 < 二 a (唯一 地 ) 表 为 上 5 一 oO :1 十 n(n€w) 
FER. eae cers ae*A 及 bE “B, 使 适合 : 对 一 
切 上 一 ac， 

(i) 对 一 切 ”% KE, Big = - A+ 20, 则 = ae rine 

(ii) 对 一 切 % <E, Hin = At 2n + 1, Ml by = bu tae. 

(iii) (A, An)n<g = (SB, bn) nce. 

KE 过 a, 并 设 已 定义 了 庄 a1,5r(w < &) 使 GD), Gi), Gil) 成 
六 ，。( 当 二 0 时，(i) 及 (ii) SR RY, Th Gi) 就 是 题 设 的 
U=G, ) 现 在 定义 4 及 2 如 下 : 

1. 若 5 wo 4 十 ln, HS Ge 一 Gorse, RAW a, E (A, 
@n) %< PATRIER(S Ulenn 二 85} 中 的 ) 型 C(x)。， 由 妇 纳 假设 
BY Citi) 可 知 ，Z(x) 5 ThC(S, 5,)s<e) MIB. RABE a- 饱和 
的 , 故 由 命题 12.1 (ii) 知 ,存在 Be € B ELE (Bihan) nec= E(w) [Se], 
由 此 及 >(x) FEM A CU, an) nce = (Bi dn) nce. 

(2. BE= Oth ntl, BS be = be. 140 BH 1. 取 ag, 
1h AI (A, an) nee = (%, b, nage 

归纳 定义 至 此 完成 ， 

AL OMA: 4。 的 值 域 Sa 的 值 域 ;3 ORC) 的 值 域 。 再 
仿 上 一 引 理 的 未 段 可 证 (CU, a) gen = (B, de) gce. 《证 毕 ) 

定理 12.8 (饱和 模型 的 唯一 性 ) 设 经 RMU, SME 
和 的 ,1|41 = |B), FAAU=S MALS 

证 明 令 |4|=|181 一 a。 则 由 题 设 知 ,3 都 是 a- 饱和 的 ， 
令 a€"A 及 5E"B 各 为 4 的 元 及 BB 的 元 的 一 种 枚 举 ， 则 a 的 值 域 
AA, OMY BL. 由 引 理 12.7 知 ， 存 在 a3€"4 ROE BEG 
的 值 域 为 4,2 IR BHA, (UM, apace 三 (3,8)s<o。， 由 此 
可 知 ,f: 4 一 2 <a) 是 由 % 到 人 上 的 同 构 映射 . (证 毕 ) 

RUNS 的 模型 ,eo 为 一 基数 ， 当 % 适合 下 列 条 件 时 , 称 为 
a- 齐 次 的 。 RHE: 对 每 一 序数 占 < s Reacts, bets, 如 
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， 果 有 (4%L， An)ncg = (CU, bance, 那么 ,对 任何 < 上 A, 都 存在 46 A, 
能 使 (A, 45, ¢)n<g = (AU, bn, 4d) ct, 

如 果 久 是 141- 齐 次 的 , 则 称 % 为 齐 次 模型 . 

KAUNAS HRM, 0 为 一 基数 。 如 果 对 纺 的 每 一 个 基数 小 
于 < 的 模型 之 适合 名 二 A 者 ,都 有 B63 并 , 则 称 六 为 a- 万 有 的 ， 

wR Ue 141- 万 有 的 , 则 称 为 万 有 模型 . 

定理 12.9 ”每 一 个 a- 饱和 模型 都 是 a1- HA. 

TR 设 扩 为 一 a- 饱和 模型 ,8 为 一 基数 不 超过 4 的 模型 ， 
FHA BHA, 设 8€°B 为 互 中 元 素 的 一 种 枚 举 , 则 写 的 值 域 为 卫 。 
由 引 理 12.6 知 ,存在 ze “4 , 能 使 (4 as)sco = (8, bs)s<e。 由 此 
及 命题 3.3 BL, BRA, (HEH) 

定理 12.10 设 1 2 一 c,% 是 2 的 模型 。 则 下 列 三 条 件 
等 价 : 

(i) We c- 人 饱和 的 . 

(ii) UE a- 齐 次 的 并 且 是 we- 万 有 的 ， 

(iii) 是 a- 齐 次 的 并 且 是 a- 万 有 的 . 

WA 1. HG) iE Gi). 

WAR ac- 饱和 的 。 则 由 定理 12.9 知 ,如 是 ot- 万 有 的 。 现 在 
“证明 外 是 a- 齐 次 的 . 

任 取 一 序数 5<a。 设 actA 及 bE B 适合 (6,)r<s = (YU, 
badace 并 任 取 c€ A, 现在 证 明 ， 存 在 Ze A HERE CA, an, cng 
(A, by, 4d) neg. 

RIG) 为 c H(A, ay)nce PARED (SL Ulegsn <E} th 
BS) AY , WS Ge) BFR A THC(M, 2,) nce) 一 Th((%， bance) MK, 
故 由 站 为 a- 饱 和 的 及 命题 12.1 (ii) 知 ， 存 在 4€ 4， 能 使 (4, 
ba neg 2 (x) [4]. 再 由 ZCx) 的 定义 易 见 ,有 (Laoyc)s<t = (u, 
by 08 ace. 

2. 由 (ii) 显然 有 (ii). 

3， 由 【证 ) TE Ci). 

UE c- 齐 次 的 ,并 且 是 -万 有 的 ， 
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任 取 一 序数 & 二 a， 任 取 ak 和 44， 并 设 Cs) 为 Mi=- LV 
{cs:7n <E} 中 任 一 个 与 7 一 Th(A, 2, ) nce) 和 谐 的 型 。 
&DP= Lie} (ec H-MRE) ,并 令 工 一 TUZ(Cc). 则 
由 2(x) S57, 和 谐 可 知 ,了 和 谐 。 RHI <o RE <o 可 知 ， 
IAii<a, MH LST 定理 知 , 了 具有 基数 小 于 < 的 模型 , 取 一 为 
B, 可 记 作 B= (S, bn, d ), <8, 
SES, 中 的 归 约 (8,4) c<BT7 HRS, BNW 
MAA, A 
(A, ance = (B, 5, nce. (1) 
由 此 又 显 见 % B, AP Ue o- HAW IB) <o, KA BRM, 
APiZCRICSESK<U, HALE RAE (SB, dance = (A, bn)nce, 
再 由 (1) 即 有 
(U, an nce = (AU, bance. (2) 
由 于 外 是 a- 齐 次 的 ,所 以 由 (2) 知 , WPL de BOA 可 以 找 
Bl eC A, 使 
(UM, an, ence = (CU, be, d)nce. (3) 
由 BA， 又 有 (CU, bn, d)ncze = (B, by, donee, BHA (3) 可知， 
CU, an, € )0 < = (B,dn, d)<é rae B, 所 以 , CU, an, € )n<e 也 是 T 
的 模型 ， 再 由 了 的 定义 即 可 见 ，e 在 (A, a,),<s 中 能 实现 T(x). 
由 以 上 及 命题 12.1 Cai) 即 知 % 是 xc- 饱和 的 。 CEH) 
推论 12.11 Bigi<|4|, Woe 的 模型 % 为 饱和 模型 的 
充分 必要 条 件 是 : % 外 为 齐 次 模型 又 为 万 有 模型 
证 明 由 上 定理 易 见 . GE) 
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第 十 三 章 ”Keisler-Shelah 同 构 定理 


设 1 为 一 无 限 基数 。 令 4& 为 适合 叉 > 1 的 最 小 基数 EU 
AP < 1)。 设 也 为 一 集 函 数 丰 2 一 A。 GH—-BRMMs: 1 一 有 8) 
(每 个 8(g) 为 一 小 于 4 的 基数 )。 并 设 D 为 + 上 一 个 真 滤 于 
( 即 。 空 集 O44D)， 对 任 一 无 限 基 数 x, 当 下列 条 件 (Ci) 及 (让 ) 成 
立时 , 称 (F, G, D) 为 -和 谐 的 . 

(i) DD 能 由 一 个 基数 不 超过 «的 子 集 EE 生成 (不 妨 设 EE 对 有 
限 交 封闭 ). 

Gi) 对 每 一 基数 6 二 & 以 及 : 五 中 每 一 个 含 8 项 的 互 异 函数 
序列 t Ce <8); 每 一 个 含 8 项 的 小 于 4 的 序数 的 序列 o,(p < P; 
每 个 co 二 pj); 下 中 每 一 个 与 诸 f,(p 二 68) 不 同 的 函数; G 中 每 一 
pa £ hae, RS 

M={v<a: flv) = gv), 并且 对 一 切 e 二 8， 有 f,(v) = 
oo} 与 已 和谐. G8: DUIM} ER, LHRRT.) 

引 理 13.1 存在 一 集 F HB em, H |F| = 2 并且 
CF, 0, {4}) 是 w- 和 谐 的 ， | 

证 明 首先 , HD = {2} 可知 ,pj- 和 谐 性 的 条 件 (i 已 适合 . 
LAF iE Gi). 

4 H = {(A,S,h): ACA; |A| < p; SSP(A); 

ISj< 44 为 由 S 到 4 中 的 函数 }， 
(其 中 ;,P(4 ) HAW—- DFR RAR. eae aM, 181= 
1. (A: BRERA, TRA AAALA| 二 jp 及 4 的 
定义 )， 对 每 个 4, 由 |41 二 ep RE 的 定义 易 见 ，1P(4)| <a, 从 
而 ,由 |1$| 过 wp, 又 易 见 5 的 个 数 不 超过 2。 对 每 一 组 4,5 而 言 ， 
h:S 一 的 个 数 为 ws 委 Wi 一 21。 从 而 易 见 ,| 已 | 一 2.) 故 可 把 
HABE: 
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H = {(Ag, Se hg): E< A} (1) 
对 每 一 BOA 及 序数 上 二 4, 令 
he(BNAs), 若 BNAsE Se 
fa(E) 一 ae BN\ Ag Sg. 
FAS F = {fs: Boa}, 
FM,4B,CCAR BEACH, A fs fc. (A: 由 对 称 性 , 不妨 
设 存 在 6€ B 而 56g C。 考虑 这 样 一 个 (4, S, 4), 其 中 A = {5}, 
S= {{b}},ACO}) = 1. HLS, 4) 在 (1) 中 足 码 为 5、 则 
Bil Ar = {6} ES, Mitt fel) = ACLS} HL. 而 CNAr=0¢ S;, 
从 而 fc(5) = 0. BO fs * fe.) 
FER: 一 基数 8 < 52 的 一 序列 互 异 子 集 Bp < B)s “ae 
NWN e — (e< 8). > 
={v< 1: 对 一 切 p < 8, fs,(v) 一 op) 
(ER: no G = 0, 所 以 , 前述 *- 和 谐 性 定义 中 的 M 成 为 此 处 
的 形状 .) 现 在 证 明 M 不 空 ， 
取 A4C4, 使 14'|i <2, HARE: 对 每 一 对 pi, mm < PZ 
Pi 天 Pi 者 ;有 BL NA AB, NA. (A 的 存在 狂 如 下 可 见 ， 对 每 
一 对 ps, Py 三 之 pi 闫 ps 者 ,有 B, ~ B,,, 从 而 ,存在 一 元 4 一 4 
(pisPy), 使 a€ (B,\B,,)U(B,\B,). & A’ = {a(pi,p2):pi, P< 
Bb;pi A oS 即 可 ,) 仿 5 = {BNA':p < Pp}, 并 令 hA(A'NMB,) = 9, 
(p 二 Pp)。 则 易 见 (4', 5S, 如) €E 晶 ,， 故 有 一 足 码 % 二 4 使 (4',5， 
h') = (A,, S, ,4h,). 
"对 每 一 p <8: BNA, = BLN AES =S,, 所 以 ,fs,(7) 二 
hs(Bof A,) To h(B,1\ A’) ™ Op. 从 而 n€ M ,所 以 ,M 不 空 . 
由 DU{M} = {4, MT 生成 的 沽 子 为 {X: MEXCA}, AM 
ASA ARB. 所 以 ,条 件 Gi) 也 适合 . GEE) 
引 理 13.2 G) ACF, G,D) KR e-MEMA c<yr, WCF, 
G, D) 是 7- 和 谐 的 . 
(ii) 设 为 一 序数 ，* 为 一 基数 ，5 的 共 尾 数 cf(5) 夺 :<。 又 
设 对 每 一 组 & 二 8 有 一 组 tt- 和 谐 的 (Fs, Ge, Dp) 适合; xs Ges 
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ME<ya< oh, ee G;GG,, DC:D,. 对 (站 Fe, 


U Ge, U Ds | 是 <- 和 谐 的 . 

Gii) 在 (FE，GC,D) 是 上 -和谐 的 而 F’'CF, G'SeG, WM CF’, 
G’, D) & «- RB. 

WER (i), Git) 易 见 .在 证 Gi) 时 ,只 须 注 意 下 列 事实 , 即 不 
难 依 定义 验证 (i) 中 的 结论 ， 

由 Gi) 的 题 设 可 知 , 对 每 一 上 一 8, De 可 由 一 子 集 ESD; 之 
IEs| 和 si 和 者 生成 。 取 一 个 与 8 共 屁 的 子 集 XS5 之 |X| 一 
cf(3)<0 者 , 则 有 UX 一 5. SE= | E,W [El 么 Sh 


IX| «一 ne, SUE, BF | Ds 能 由 E 生成 . 
&<a 
首先 , 显 见 ECU D, MIU, HEARME D'S De. 
E<é 《必要 


反之 , 任 取 y€ U D:, NHEE< 8 yEeD;,. MH EC 6== 
&<8 


UX 知 , 存 在 m1 € x 使 56 Nis +6, BH Ey < ns» 从 而 D, SD, ye 
D,,. MU y2 (E,, 中 某 个 元 )、 从 而 ye Dd’. 所 以 ,UU D;SD’, 
(证 毕 ) | 
引 理 13.3 设 G 为 一 集 函 数 8: 1> Bg) (每 一 6(8) < #) 
并 且 pw 十 |1c| 和 x。 如 果 (F, 0, D) 是 < 和 谐 的 , 则 存在 FSER， 
使 | F\F'| 和 ,并 且 (F ，G, D) 是 x- 和 谐 的 , 
证 明 1. 为 证 本 引 理 ,只 须 证 明 下 列 事实 即 可 ， 
(P:) 对 每 一 g € GC, FA FCF | Fe) ce HB 
(F\Fs, (g}, D) 是 上 和 谐 的 . 
这 是 因为 ,如 果 (P,) 成 立 , 令 Fm FU { Fe), 则 F' 就 能 适合 


_ 引 理 中 的 结论 。 证明 如 下 . 
首先 , AIG) <e 8 [F\F’|=| U (Fe}| <(G| .ec 一 < 其 
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次 ,为 了 证 明 CF’, G, D) 为 < 和 谐 , 由 于 已 设 (R,0, D) 为 上 和 
应 ， 所 以 ，«- 和 谐 性 定义 中 的 ( 对 于 D 已 适合 。 因而 只 需 证 明 
Gi) 对 于 FA: KEM Gi) 中 的 F 换 为 F"， 共 他 符号 不 
变 。 对 任 一 1€ F’ 之 不 同 于 每 一 fo(p < 8) 者 及 任 一 g《 6G, 令 
M 一 {vy <i: f(y») = 80), 并 且 对 一 团 p < 有 folv) = op}. 
由 于 je FC(F\Fe), g€ {g} BE (PLAC F\ Fe, {8}, D) 为 二- 
和 谐 , 所 以 ,DU{M} 生 成 + 上 的 真 滤 子 ， 
2， 以 下 证 明 (P1)。 假若 (Pi) 不 成 立 , 则 存在 &6 CE 
(P:) 对 每 一 FCF 之 IF| <n &,CF/F, {2}, D) 不 为 二 和谐。 
令 Fo 一 了 , 则 由 (P:) 可 知 ,(F,, {ge}, 不 为 上 和谐。 故 由 
“和谐 性 定义 可 知 : 
(Qo) 存在 一 基数 po 一 BS 一 个 序数 序列 op(p < Bo)s 其 中 ， 每 
op 过 43 Fo 中 一 序列 互 异 的 函数 fp(p < po); 及 一 个 不 同 
于 这 些 fp IPAM fe Fos HEE 
Mo 一 {vy <a:f(v) = ev) FH ABWN-—W 0o< B&F fly) = a} 
与 D 不 和 谐 。 即 DU{Mo} 生成 1 EASE BT S(4). 
令 F={f:p<P}U{F}, WW [Fol = P< ue, 
再 令 Fi = FE = F\F), WH CP.) 知 (F,, {g}, D) 不 为 上 ~- 
和 谐 ， 从 而 可 知 : 
(Q) 存在 一 基数 f, 二 ws 一 个 序数 序列 ce(p < 8,)， 其 中 ,每 
op < pw; F, 中 一 序列 互 异 的 函数 fe(e < 81); 及 一 个 不 同 
于 这 些 大 PAR fe Fis 能 使 
= {v<i: fv) 一 8 并 且 对 一 切 p < 6,4 fir) 一 c 分 
与 DD 不 和 谐 . 
AP = th: o<A}U}, WIR = p < 之 jp 过 x， 从 而 ,也 有 
|FOUF,| < «x. 
再 令 F, = FNF, = F\(BoUF,), 则 由 CP2) WCF, {8}, D) 
不 为 -和 谐 . 


和 


如 此 继续 ,对 足 码 为 极限 序数 的 情况 ,也 适当 处 理 , 易 见 .可 以 
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超 限 归纳 地 定义 F 的 一 系列 子 集 Fe RAE < **) 使 

(a) Fo= F; Fi 4 Fo 的 一 个 适当 选取 的 且 适 合 1Eo| 所 的 子 
集 . 

(b) Fe, = FAFg3 Poa: 为 Fes, 的 一 个 适当 选取 的 且 适 合 
| Fess | < nc AUTR. 


(cc) 4 5 过 «+ 为 极限 序数 时 F, 一 门 Fa F, 4 F,8-* 
< 


适当 选取 的 且 适 合 18,| ce ATR. 
并 且 有 
(Ps) 对 每 一 < x+， 存 在 :一 基数 PB 二 p; 一 个 序数 序列 
ob(p < By), 其 中 每 of < p; Fs 中 一 序列 互 异 的 水 数 (p 二 
Ps); 及 Fi 中 一 个 不 同 于 这 些 龙 的 函数 此 能 使 
My={v<a; flv) = ev) HAN—-We< 6 A O)= 
a3} 
与 DD 不 和 谐 . 
由 (P;) BU: 
(1) 对 每 一 二 «REY CDE ANY, 一 0. 
MAD 可 由 一 子 集 E 之 适合 |E| 委 上 者 生成 ， 故 由 《1) BM 
有 : 
(2) 对 每 一 二 r+ ,存在 XsEE 使 Ai 站 Xs 一 0. 
(2) 中 的 足 码 5 有 w+ 个 ,但 1E| 委 ,所 以 , Ext FX, PBA 
一 个 重复 出 现 «+ eR. FER TEER Xe, iH XM: 
(3) 存在 一 集合 Xe 巨 ， 使 对 于 e+ PAF 6? ORE A AN 
入 一 0. 
对 于 〈3) 中 所 说 的 «* 个 序数 E, 每 一 上 对 应 一 个 基数 pf < pm。 但 
小 于 4 的 基数 其 个 数 不 超 过 4 而 2 < e 所 以 易 见 这 和 居 个 Bs 中 至 
少 有 一 个 重复 出 现 et eR. 任 取 一 个 这 样 的 6;:， 记 为 6, 则 由 (3) 
可 得 : 
(P4) ”存在 一 集合 XEE 及 一 基数 8 过 p 使 HPT we 
的 序数 5 有 Ps 一 8 及 ANX = 0, 
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AT (Ps) 及 (P4) 中 , § 只 起 足 码 的 作用 , 故 可 对 之 作 如 下 
的 重新 处 理 : 设想 在 (P,) 中 去 掉 那 些 未 在 〈P4) 中 出 现 的 &, 只 保 
留 在 (P4) 中 出 现 的 «1 个 (这 样 的 (P,) 暂 记 为 (P;))。 对 于 保留 下 
来 的 et AF et 的 足 码 ， 不 妨 重 新 看 作 是 小 于 e+ 的 全 部 序数 . 
在 这 一 新 看 法 下 , (Ps) 在 字面 上 又 恢复 到 (Ps) 的 形式 , 而 (P14) 则 
成 为 : 

(P,) 存在 一 集合 Xe E 及 一 基数 8 二 4 使 ， 对 每 一 上 二 ?+ 都 
A Bem 8 BR ANX = 0. | 

对 于 上 述 的 函数 8: 24> 8( 2), 记 B(8) 为 7, 则 7 一 关 委 上 一 
。 现在 对 小 于 7 的 那些 足 码 &, 来 考虑 (新 看 法 下 ) (P;) 中 那些 
函数 此 (< 一 7; p 过 Bi 一 8)，f(& 二 7Y)， 那 些 序 数 of(E <7; 
P 二 Ps 一 8) Ri@RPRE<7y. 我们 可 以 把 这 些 函 数 排列 为 一 个 
序 型 为 基数 O=8 +70 二 p) 的 序列 . (ERM: 在 旧 看 法 下 的 (?,) 
Hao 二 Bs) 及 上 都 在 Fi 中。 再 由 诸 Fi 的 定义 可 知 , 对 于 
人 不同 的 ,而 言 , 庄 扩 (p < 8) 5 ft Sik Ho << Bs) 与 所 互 
寞 . 在 新 看 法 下 的 (P;) 中 仍 是 如 此 。 HA, 在 新 看 法 下 有 
bs, 一 pb 一 0、 所 以 , 这 些 函 数 的 总 个 数 5 = 8 . >. ) 我 们 把 诸 序 
数 = ¥350<8) RiBE <7 也 相应 地 排列 为 序 型 6 的 序列 ， 
由 于 题 设 CF, 0, D) 是 x- 和谐 的 ,所 以 ， 

M={v<a: fi(v) =of (对 一 切 E<7 及 p 二 8), HH 
.0)=E( 对 一 切 《<7)} 与 D 和 谐 . CER: 在 上 述 M 的 写法 
中 ,虽然 ,对 诸 函 数 及 序数 仍 采 用 了 原来 的 上 下 标 ,但 实际 上 ,是 把 
它们 分 别 看 作 两 个 5- 序 列 中 的 对 应 项 而 写 出 诸 等 式 的 . ) 特别 地 ， 
对 于 (Ps) 中 的 X, 有 M NX xe 0。 任 取 一 ye MAX, WMH CP.) 
可 知 : 

(4) 对 每 一 一 r*, 都 有 8 Ay, 

另 一 方面 ， 设 ely) = E,, 则 由 8:4 一 7 知 E<r(< K*), 
再 由 加 M ,有 

f(r) 一 0 外 (对 一 切 p < B= Be) & f(y.) = &, 

从 而 ,又 有 f(y.) = gs(»1). Xe, FA CPs) 可 知 有 v, € As. 这 显 
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然 与 4) 矛盾 . 

所 以 CP.) 成 立 . 《证 毕 ) 

引 理 13.4 (i) 设 (F, 0, D) Be Mik, 401. WHE 
F'GF 使 |F\F'| << pith: 或 (F', 0, D') 是 -和 谐 的 ， 其 中 ， 
D’ 是 由 DU{4) RADIAT BCP’, 0, D”) Be MEW EH, 
D” Fw DU{a\A} ERAT. 

(i) & CF, 0, D) 是 <- 和谐 的 , 并 且 ace, 46E12( 对 每 一 
序数 < 6。 则 存在 FSF R1 LRT D'SD fH | F\F'| <e, 
(F’, 0, D') % «AUR IF EME — E<e:R Ae € D', 或 (N44) € 
D’. 

证 明 1. 证 (i). 首先 , HFDRMH-TREZ El eB 
生成 , 故 易 见 , D' 及 D” 也 各 自 能 由 一 基数 不 超过 < 的 子 集 生成 . 

1.1. 若 (F, 0, D') 是 -和 谐 的 。 令 F = F, REG 中 
结论 成 立 | 

1.2, % (F,0,D’) 不 是 <- 和 谐 的 。 则 存在 :一 基数 8< 
pj; 了 中 一 序列 互 异 的 函数 fo(p < 8); 一 序列 小 于 & 的 序数 ov 
(p < 8); 能 使 | : 

了 3 一 tp 一 1: 对 一 切 p <P, flv) = oo} 
5D’ 不 和 和谐 。 从 而 易 知 ,存在 一 集合 XECE ER 
BNXNA = 10. (1) 
& F' = Ff: p <8}. (由 此 可 知 , |\F'| 一 8 < 4.) REE 
BA CF’, 0, D”) 是 -和谐 的 。 

任 取 8 二 p 及 F' 中 一 序列 互 异 的 函数 jp(e < P) 及 一 序列 
小 于 的 序数 oe <6). & 

B’ 一 tp 一 1: 对 一 切 p < 8 f(y) = a5}. 

1.2%.1。 现 在 证 明 ; 

DU{BNB') 生成 + 上 的 真 滤 子 ， 

令 B, 一 max(B, 6’), 则 仍 有 PB, 二 p。 并 且 易 见 , 可 以 把 两 个 
BRA tle 二 8) 及 js(p 二 PF) 合 排 为 一 个 序列 fo(p 一 p)， 
(注意 ,由 F 定义 知 ,在 诸 j Sif, 中 没有 相同 的 . ) 另 外 , 把 两 个 
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序数 序列 wm(e <8) Role < 8) 也 依 与 上 相同 的 方式 合 排 为 一 
个 序列 oi(p < B,). 由 (F, 0, DD) 为 上 和 谐 知 
Bi 一 人 一 2: 对 一 切 p 过 Bfo(v) = 97) 
与 局 和 谐 ， 但 由 上 述 序列 帮 ; OF (0 < 8.) 的 排 法 又 易 见 . 有 B= 
BOB’. 所 以 (2) 成 立 . 
1.2.2。 任 取 互 中 一 集合 Y,， WA YNXe EE( 因 E 对 有 限 交 封 
闭 )， 因 而 由 (2) 有 BN B8'NYNX x 0, 再 由 此 及 (1) A: 


BNYN(MNA)X 0. (3) 
由 Y 在 E 中 的 任意 性 及 D” 的 定义 及 (3) 可 知 : 
DY ULB} ERA EWR BT. (4) 


1.2.3, 由 (4) R&B EMH’, fple< 8’), o.(0 < &) WIE 
MVERD SI: CF’, 0, DY) 是 x- 和 谐 的 . 

2. 重复 使 用 Ci) 即 不 难 证 明 ii), APR. GEE) 

在 下 述 的 引 理 及 其 证 明 中 , 将 出 现 较 多 层次 的 右 下 标 。 为 如 
免 排 印 困难 ,我 们 临时 引信 对 于 右 下 标的 另 一 记 法 .例如 , 以》* 
(o* Em.) RAR: Ene 是 P 的 双重 右 下 标 ， 带 有 这 一 右 下 标的 P 
又 是 ? 的 右 下 标 。 其 余 仿 此 . 

引 理 13.5 ik: wes (FF, 0, DD) 是:- 和 谐 的 ; 习 是 纪 的 
模型 ， 其 论 域 的 基数 14| < pj; play * p++ * pen) (E 一 天 
ne< 0 每 pf 二 5) 是 乡 中 一 系列 公式 ,并 且 , 公 式 集 (ps:E 一 上 } 
对 合 取 封闭 ;ds: 4 一 ACE<e) 是 一 集 孙 数 ， 如 果 对 每 一 上 二 «， 
都 有 

Ss= fv < AUER (Sx) pad * pal») + +d * pen, (v))} ED. 
WHE d:1 >A FCF RD DD, 使 |F\F’| 过 ci (F’, 0, 
D') 为 -和 谐 ;对 每 一 过， 

{vy <a: AEpe(d(v) dk pa(v):.*d* pene(»))} ED’, 

CER: 此 处 我 们 暂时 允许 形式 语言 中 的 变量 7 取 超 限 序数 
p5 为 下 标 , 由 以 下 用 法 可 以 看 出 ， 这 种 放宽 并 无 妨 。 又 : 在 qs 
(xd * pa(v)-+-d* pen (v)) 中 , 诸 dx*psil(v) 不 是 形式 符号 而 是 4 
中 的 元 素 , 但 此 处 写法 含意 明显 ,无 妨 .) 
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证 明 设 141 = 0 HK 
as: 二 a} 是 4 中 元 素 的 一 种 枚 举 , (1) 
对 每 一 上 二 ne, EMM gs: 4 一 & 如 下 : 对 每 一 zy 二 4, 令 
适合 We —pe(a,d * pa(v)- :ad* pin, (v)) 
g (vy) = 的 第 1 个 ?7 一 ac( 当 存在 时 ); (2) 
0, 当 不 存在 上 述 ? 时 ， 

令 G 一 {gt: < 过 5, 则 有 pg 十 1G| se, HSE 13.3, 
FE FOF, | F\F\| <c, #8 CF, G, D) 是 «- 和 谐 的 . 

任意 取 定 中 一 函数 1, 据 之 定义 一 函数 4:1 一 4 如 下 : 对 
每 一 7 二 4, 令 

afos 若 大 7) < a; 
ae 网 H f(v) >a, 

对 每 一 5 < k， 令 

By = {vy < 1:UEpe(d(y)d # pglv)-+ +d * pga (v))}. (3) 
再 令 了 为 由 DU{Bs:E 二 «} ERB. 

& F’= F\{f}, 现在 证 明 : 4d, F’, D' 即 能 适合 引 理 的 结论 。 
由 以 上 易 见 ,只 须 证 明 CF’, 0, D') 为 上 和 谐 即 可 ， 

Bt, Amik CF, 0, D) 的 x- 和 谐 性 及 D' 定义 易 见 ,D' 能 由 
一 个 基数 不 超过 的 子 集 生成 ， 

.其 次 , 任 取 : 一 基数 8 <a; F 中 互 异 函数 的 序列 1,(p 二 6); 
小 二 5 的 序数 的 序列 op(p 二 8). > | 
B={v<a: H-Yoe <8, f,(v) = a}. 
现在 证 明 : D'U{B} ema LWKRBT. 

Ah, 先 证 明 (Be: 一 上) 对 有 限 交 封闭 。 任 取 B:, Bs,(&,， 
二 #), 考 虑 相应 的 qs, ve, Hives E< «} 对 合 取 封 闭 知 , 存 
#£ Es < 6, HELE pe, = Pe APs, Bl 

pe (xy * Cp * EL)-- -y& (po * Esns,)) 
= pe (xy * (0 * E1)---y * (o* Eine )) 
A pelxy* Co * G1) - + -y * Co* Ens,)), 
从 而 有 
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Se 人 XN 0, Shieh (5), BAXN BO. 这 与 (4) 巴 
盾 . 

所 以 ,D'U{B} 生成 4 LAOH. 从 而 , CF’, 0, D') 是 e- 
和 谐 的 . (证 毕 ) 

定理 13.6 (Keisler-Shelah) 设 %,383 是 的 模型 ， 则 = 3 
的 充分 必要 条 件 是 : 存在 一 足 码 集 1 及 1 上 一 超 洪 子 D, Mu 
= JI,3, | 
“证 明 条件 的 充分 性 易 见 (利用 推论 44). 以 下 证 条 件 的 必 
要 性 。 | : | 

1 RUA=S. 取 无 限 基数 1, 0: 所 %; |Al <as; 
IB) < p; BA HBAM> 4 的 最 小 基数 (这样 的 4, p BLE 
在 。 Win: 令 > 一 max(istl, 141, (Bl), 再 令 4 一 2?， 则 有 
wea, HT a, SAM a > eas. Mi, 2, 
Am 即 可 充当 上 述 的 4, 4.) | 

下 面 , 对 小 于 2 的 诸 序数 ” 进行 超 限 归纳 ， 来 构 作 4 上 一 个 
tet DIA Te 与 I1p%3 间 的 一 个 同 构 对 应 。 

首先 , 取 一 集 Fo Ha Ze 的 函数 使 

| Fo| 2 Dy = {2} 并 且 (Fo, 0, Do) 是 4 和谐 的 (1) 
rit 5 [3H 13.1 及 13.2 (i) 可 知 F。 存在 . 

现在 ,要 构 作 一 序列 递 降 的 函数 集 Fs(p 二 2:) 及 1 上 一 序列 
递增 的 滤 子 Dp(p 二 2)， 使 它们 适合 (除了 还 适合 其 他 条 件 之 
yb): 

|F\F,| <a+ lol, sto |F,| = 2's 
(cf) (F,, 0; D,) 是 (2 十 le|)- 和 谐 的 ; 
对 于 极限 序数 p( < 22)，P,， 一 =“ Fs,D, = {| De. 


6<P 
我 们 还 要 构 作 两 个 函数 序列 a0: 2 一 Ao. < 2") R bp: > Blp< 
2 ), 使 它们 分 别 穷尽 了 4? 中 及 B* 中 的 函数 (41 为 由 4 到 4 中 的 
MNS, Bit), HAM e< 2A FIRE (Cr) 及 
(C3) 成立; 
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(CH) HY 中 任 一 公式 bays tm) 及 A? BEM ay yet Fog 之 
Os 50m 二 p 者 | Rly <a: UWEdla, (v)---a,,(v) Ife 
Dy. fv << A:A=— dla, (v)- +a, (vy) I} € Dz. 

(C3) 对 经 中 任 一 公式 Coen) 及 人 中 任何 ao arm 之 
ppm<p 者 及 了 中 相应 的 0 on YS AME 

由 [an (v)--+a, (VIS ED, 4B RY lv < 1: BE 44, (>) 
“ebp (v)IS€ Dy. 
2. 4, FA (1) RB A= BHM, (Ci), (Cr), (CI) 成 

立 ， 另 外 ,对 每 一 非 0 的 极限 序数 p 二 2*, 如 果 对 一 切 & 二 p 已 有 

i (Cf), (CH), (CH) 成立, 令 F,= 站 Fi，D。 一 U Dz, 则 由 


引 理 13.4 G) 及 13.2 AWA (C7), (Cz), (Cl) 成 立 ， 

所 以 ， 我们 只 须 对 P 为 后 继 序数 + 1 A OK Bon ye 
(C?)， (C7), (C3) 成 立 。 我 们 利用 “过 来 过 去 ”法 : 首先 把 
企及 中 各 任 依 一 法 排 为 序 型 2: 的 良 序 集 。 然 后 , 轮流 地 或 者 在 
4 中 取 一 a, 而 由 之 去 找 B 中 一 个 相应 的 各 ， 或 者 在 Bh 一 
6, 而 由 之 去 找 4* 中 一 个 相应 的 er 由 于 对 称 性 ,我们 只 考虑 前 一 
情况 : 在 4* 中 取 在 上 述 良 序 下 第 1 个 尚未 放 人 序列 \as(& < 0o) 
中 的 函数 作为 a。， 现 在 由 之 来 找 Fost, Dor: 及 bo 使 (C1+!)， 
(C2"'), (C5*') 成 立 . (注意 ;这 里 的 ag, av 等 其 下 标 并 不 反映 上 
述 A’ 的 良 序 ,) 

对 中 每 一 公式 p(xy "ys,) 及 每 一 组 序数 pn … ,ps 过 0， 
考虑 下 列 集合 X ( 它 与 p, es +++, ps 有 关 ): 

X(p,p yp) 一 1 一 2:3F9[oo()eo(2) +a, (v) I}. 
FA, AP Rei, +++, ps 变化 时 ,这 样 的 XX 其 总 数 不 超 过 1 十 jc| 。 
Mm AAA BIA, (Fo, 0, Do) (A+ jcl)- 和 谐 的 ， 故 由 引 理 
13.4 (ii) 知 ,可 找到 F'SF, 及 D'DD,, te: =| F.\F’| 入 1 二 cl; 
CF’, 0, D') 为 (4 十 |o|)- 和 谐 ; 并 且 , 对 每 一 X(q,p,,:……,ps)， 

或 XED', 或 (入 X)ED. (2) 

令 了 为 一 切 公 式 p(xyp + +e.) Cory t's Pr 二 0) 之 适合 
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X(p， pl *> Pn) CD 者 所 成 的 集 ， 易 见 ， 工 对 于 合 取 封闭 . 并 
易 风 ,对 任何 P 及 pi,*…, On <a: 
若 p(xyp yo) ET MC p(xyp, yp))E 工 。 (3) 
对 了 中 每 一 p(xzyp yp,), 易 见 , 如 下 定义 的 Y 在 D' 中 : 
Y(qp,p1 ++ On) = {vo < AUER (Sx) pray, 
(v)-+ +a, (v))} ED’. (4) 
注意 ,这 样 的 Y 其 个 数 也 不 超过 2 十 tc|. 
另外 ,对 中 每 一 p(xyp…yp,), 如 下 定义 的 Z, 也 在 D' 中 : 
Z(PsPist* +9 Pn) = Lv << 1:BE (Sr) 
- p(xbp (7) bo (9))} ED. (5) 
这 是 因为 : 假若 Z 六 也 , 则 Z Ds, 从 而 ,由 归纳 假设 的 (C9), 有 
Y Ds, 再 由 归纳 假设 的 (C09), 有 (MAY)e DoSD ,从 而 再 用 〈4)， 
可 得 0O€ D'。 但 由 (F', 0, D') 为 (4 十 1o1l)- 和 谐 知 , D ARB 
子 , 故 得 矛盾 . 所 以 (5) 成 立 。 
现在 引用 引 理 13.5(〈 以 工作 为 该 引 理 中 的 公式 集 , 以 1 十 |c| 
作为 “), 可 得 : 一 函数 和 :1 一 也 ,一 子 集 FonSF 及 1 上 一 滤 子 
Doyi2D' 使 : 1FANF, SA [ols (Fo 0, Don) 为 Ar 
lol )- 和 谐 ;并 且 对 每 一 play, yp, JET, 都 有 
{y< 4:Bk=—[b.(v)b, (y)- i bp (v) I} € Do+t. (6) 
现在 证 明 oo， boy Fos1s Doss GE (CI), (C7**) RCS"). 
先 证 (Ci**): | FA\F'| <a + jo| RIF \Fou:| <4 + (ol 
RAAB | Fo\F.| < a+ |o| 易 见 ,有 | FE | 委 1 十 |c| 一 
2 十 ic 十 下 ;又 以 上 已 知 , (Fon, 0, Dew) 是 人 2 十 jc 十 下 )- 和 和 
谐 的 . | 
再 证 (CI): 任 取 HAR nx) 及 人 中 任何 元 素 
Bos **'s Gp, 之 每 pi; 二 ao 十 1 者 ,分 情况 考虑 : 
21, Be: 二 o, 则 贝 妇 纳 假设 的 (C7) 知 : 或 3 一 局 和 01: 
We la, (v)-> ap, (vy) I} € DoS Doar, BK (a\S) = {v<a: UE lb 
(a, (v) 4 ‘apn(»)]} € D, CDon, 
2.2, BRA 1 个 p; = o (其 他 诸 pj < 0o)， 
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2.2.1 Spi = LL MPCs sen) BH een) Cn = me 
1), 并 记 bis Pas *°*s Pm 0, P's*…,p;。 则 以 上 找 Do 的 过 程 
中 所 用 的 X(qp; ei, +--+, ps) 就 是 此 处 的 S， 故 由 (2) 知 : 或 Se 
D CDor, 或 (NS)6 TSEDor 

2.2.2, 当 >it. SO bane ea ern) AVE diez 
Hatig ztzm)。 再 把 后 者 看 作 p(zy +e), 即 可 仿 2.2.1 讨论 . 

2.3。 若 有 多 于 1 个 p; 一 o。 AM, Za-a=o, mAh 
pi 二 0, 则 可 先 把 下 (xixxx4……xm) 看 作 (xxix4***xm)， 再 把 后 者 
看 作 p(xy ye) (n = m 一 2), 即 可 仿 2.2。 讨论 。 其 他 情况 仿 
此 ， 

再 证 CC3**): 任 取 & 中 公式 mm xm) 及 全 中 任何 元 素 
ap …，dpm 之 pypm 二 0 十 1 者 及 相应 的 2o,， sO pms 分 

。 若 每 p; < 5, 利 用 归纳 假设 即 可 . 

2.2, BIA 1 个 p, 一 o (其 他 诸 p; < o). 

2.2.1。 当 i 二 1 时 Wola sen) Helene), Hid 
Pis P19***, Pm Gs Pis***s Pps. 

2.2.1.1, Epes: yp JET. WHEN, Aly <1:Ue 
pla(y)a, (y+ “a, .(»)]} 一 X(p pps)eD EDro BH, 
由 (6), 有 {2 二 7: BE pl be(v)b, (v)-+ +b, (v) 1} € Dost. 

2.2.1.2), #5 p(xzyp… yp) ET. 则 由 (3), 有 (mpg)eT, 再 
仿 2.2.1.1 讨论 并 注意 到 O& Dos, IATA {> < 2: AR ela(v)a, 
(2)… az(z)]j 六 Do 及 亿 王 1: SE Glb.(r)b,(r)-- +4, .(»)]} 
KR Dose | 

2.2.2, 4 > 1 时 , 仿 上 . (BR (Cr) 的 证 法 .) 

2.3 。 若 有 多 于 1 个 p, 一 0, 仿 上 . (6M (Cr) 的 证 法 .) 

FAYE Fo, Dos a。， bp = 2°) 的 妇 纳 步骤 至 此 完成 . 

3 &+D= |JD,. 现在 证 明 ,D 是 2 上 的 超 滤 子 。 


3.1， 由 诺 Dplp < 2 ) 为 上 递增 的 真 滤 子 显 克 ， 刀 为 1 上 
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Kiet. 
3.2 任 取 1 的 子 集 S. ER APA sca, 6. 《 若 141 一 1 
定理 显然 成 立 。 故 可 设 |A| 之 2.) & olan) 为 公式 1 = ma. 
3658 A? 中 下 列 二 函数 er ap,: 
a, >ES; 
ar (2) 一 4， 对 一 切 y 天 1。 a,(v) 一 re v&S. 

Rj S={y< AsME las (v),46,0v) 1}, CS) ={y< 2: %E Td 

-[2,(), ap,(»)]}. &E = max(pi, py) 十 1， 则 H(Ch A: 或 

Se DeSED ,或 (NS)e DESD, 

由 3.1. 及 3.2。 见 知 ,D 是 4+ 上 的 超 汉子 。 
4. 现在 证 明 WDA = IDS. | 
考虑 下 列 映射 :IIoal 3 (en)p 一 (bo)pe WB, (pe < 2°). 
4.1。 由 2. 可 知 

a, b(e < 2") rh A’ 到 B* ERR. (7) 
& b(n) 为 zi 三 x;。 WE, a< 2 : (i) 车 (seo,)p 一 

(cp,)p， 则 由 Ilp¥ 定义 知 ， 5,™ {y < A:UE=d, [ap (v)a,,(v) J} € 

D, 从 而 ,存在 p < 2’, 使 Se Dp, FR (CG). Sa = fv <1: SE 

po (v)b,,(%)]} € DGD, Mitt, (4,,)p = (d,,)o. (ii) 反之 ， 若 

(bp,)p — (bp,)0, WU fel $B By WE (cp )p (cr,)p。 

HG), Gi) 及 (7) 即 知 ，7 是 由 If 到 DS 上 的 1-1 映射. 
4.2。 对 于 超 蹇 中 的 (与 怪 中 符号 相应 的 ) 了 项 数 . 关系 与 特 指 元 

业 ， 襄 以 仿 4.1 证 明 其 在 7 TRE. Wi, BS PA—2 元 函数 

(运算 ) 符 号 o, 可 令 6.02225) % (119%) 三 2s (此 处 把 项 o(xixz) 改 

用 通常 写法 9x2), WA COT EE pi, 02503 < 2"): 

(en )po(ar,)p 一 (ap, n> {v < 1:AFd,Lay, (vay, 
(v)ay,(v) 1} € DSP ee e-e- <= {vy < 1: SE 4,[4,, 
(v)bp,(v)4,,07) ]} €D => (bo )p°(bp,)p (25p,)p。 

AL 及 42 即 知 ,是 由 Tox 到 IIog 上 的 同 构 对 应 。( 证 

毕 ) 
推论 13.7 设 K 是 乡 的 一 族 模 型 。 则 ; 
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(i) 天 为 一 初等 类 的 充分 必要 条 件 是 : 天 对 于 超 积 及 同 构 封 
ALFA KARR RK’ 对 超 才 封闭 ， 

(ii) 天 为 一 基本 初等 类 的 充分 必要 条 件 是 : KRERRK 
各 自 对 超 积 及 同 构 都 封闭 . 

证 明 . 1. 证 (i)、1.1 若 玉 为 一 初等 类 , 则 由 定理 4.7 A, BK 
对 超 积 封闭 ,并 且 天 对 初等 等 价 封 闭 ,由 后 者 特 知 ,天 对 同 构 封闭 . 
由 玉 对 初等 等 价 封 闭 可 知 , 玉 ' 也 如 此 ,从 而 ,由 推论 4.4 知 ,K 对 超 
eA. 

1.2。 反之 ,车 KK 对 超 积 及 同 构 封闭 ,并 且 K' NBR. 设 
UCK AU= %, 则 由 定理 13.6 40, HED MDa = MDB, 由 此 
易 见 , TIpBe K, 再 由 KK' 对 超星 封闭 可 知 ,B&K', 从 而 EK。 所 
以 ,天 对 初等 等 价 封闭 。 再 由 定理 4.7 即 知 ,天 为 一 初等 类 . 

2. 证 Gi). 2.1. 若 天 为 一 基本 初等 类 , 则 由 定理 4.7 知 , KR 
K' 各 自 对 超 积 及 初等 等 价 都 封闭 ,从 而 显 见 ,各自 对 同 构 也 封闭 . 

2.2, Ra, AKRK 各 自 对 超 积 及 同 构 都 封闭 。 则 仿 1.2 
可 证 天 及 天 "各自 也 对 初等 等 价 封闭 ， 再 由 定理 4.7 即 知 ， 天 为 一 
基本 初等 类 . 《证 毕 ) 

推论 13.8 (分 离 定 理 ) RK, LES 的 两 族 模型 ， 各 自 对 
超 积 及 辣 构 都 封闭 ,并 且 KNL 一 0. 则 存在 S 的 一 个 基本 初等 
类 M ,能 使 KEM HMNL =O, 

证 明 令 K* 为 经 的 一 切 模型 % 之 适合 “存在 模型 86 天 使 
Us B” 者 所 成 的 族 。 则 显 见 ,KSK*, 并 且 K* 对 初等 等 价 封闭 . 

另外 ,由 超 积 基本 定理 易 证 : ADATHRI LHMRT.F 
且 对 一 切 i€ 1 有 1 = , 则 有 IIo%L = TIo%,。 出 此 及 天 对 超 积 
封闭 易 见 ,和 ”也 对 超 积 封闭 . 

由 以 上 及 定理 4.7 可 知 , K* 为 一 初等 类 。 故 知 存在 S 中 理 
论 T1, 使 K* 由 了 的 全 部 模型 组 成 . 

与 上 类 似 地 定义 L*, 则 仿 上 知 ,存在 S 中 理论 7,, 使 L* 由 
7, 的 全 部 模型 组 成 . 

现在 证 明 ,K"* 赂 L* = 0. RBREUCK*AL*, WHK* 及 
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Z 定义 知 , RHE BEK RCCL, EBVHASC, Ni, HEB 
13.6, FED E Ho% 兰 JoE. MAF K, LERNRERAW 
都 封闭 , 故 得 MSE KNOL XSMAWKAL = 0 矛盾 . 

HK*OL*=00}9, T.UT, 不 和 谐 。 故 由 紧 致 性 定理 知 ， 
存在 T; 的 月 限 子 集 S = (0,,-++, on}, 使 SUT 不 和 谐 。 令 一 
AA+++Ao,, los UT, RAE. 

5 的 全 部 模型 组 成 一 基本 初等 类 M . HST, ATL K*SM, 
由 {oS} UT, 不 和 谐 可 知 , M 门 L* 一 0。 再 由 KESK* 及 LGL* 即 
知 ,KCM 且 MNL 一 0. (证 毕 ) 

推论 13.8 可 看 作 Craig 内 插 定 理 的 一 个 加 强 形式 ， 由 之 可 
推出 后 者 ,证 明 如 下 : 

推论 13.9 (Craig NETH) 设 语 言 乡 中 的 语句 gq, 由 适 
合 pF d MHE 经 中 语句 9, 能 使 : 

(i) pO, 并 且 06-y. 

Gi) 在 6 中 出 现 的 每 一 关系 符号 (等 号 除外 )， 函 数 符号 及 各 
量 符号 都 在 9 中 出 现 , 也 都 在 少 中 出 现 ， 

证 明 令 i 各 为 由 ps9 中 符号 组 成 的 语言 。 令 Df, 
= FL iNGa, LABIZ C= ASA. 

SKA S 的 一 切 适 合 加 的 模型 所 组 成 的 基本 初等 类 , 工 为 
由 纪 的 一 切 适 合 > 的 模型 所 组 成 的 基本 初等 类 ， 由 推论 13.7 
知 ,K, 工 各自 对 超 积 及 同 构 都 封闭 。 又 由 ped RM, KNL=0. 

令 Ko, Lo 各 为 由 K 中 及 LL 中 模型 在 必 , 中 的 妇 约 模型 所 成 的 
ABR. STE: (DK, LL 都 对 同 构 封 闭 。 (b)K。, Lo。 都 对 超 
PAS A, (c)Kof) Lo 0, 

证 (a): 设 六 ,3 是 Ho MRM, Ww = B AWE Ko Mil Uy 是 
HK-UCKEL HDHAN. HUL=BAN HHS 膨胀 为 开 
的 一 个 模型 SUS BS, AKA WHAA Sc K, Mitt B ¢ 
Ko。 所 以 ,Ko MIAH. Lo 仿 此 。 

证 (b): 设 {WEI} SK, HRSWMRR-UWECKESDM A 
AIS Gel). WAR OT LMM BT D) Now 是 flp 在 
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Ly 中 的 归 约 . 由 以 上 知 ， Hp € K, 所 以 pW € Ko. i Ly Hyuk. 
证 (c): 假若 存在 HE Kon Lo， 则 % 是 由 某 We K AM 

来 ,又 是 由 某 %oe 工 归 约 而 来 现在 对 UW 各 作 如 下 的 改变 : 4 
WAI S\o, 中 那些 符号 的 解释 依 % 中 的 解释 来 改变 ， 得 
U, DAGAWEK, HA 中 对 于 C\G: 中 那些 符号 的 解释 依 
% 中 的 解释 来 改变 ,得 号 , 易 见 仍 有 WWEL, 又 由 弘一 LiL, 
可 知 ,2 一 吕 , 所 以 K NL x 0, 与 以 上 矛盾 . 

FH (a), (b), (c) 及 推论 13.8 知 ,存在 S, 的 模型 的 基本 初等 
类 Mo, ff KooM, A M of | Lo 0. 

设 6 是 经 ,中 与 Mo 相应 的 语句 .现在 证 明 : PHO HOFS, 

tf 的 任 一 模型 %: BUR, WAeK. SUE HH 
归 约 为 Uo, Mi) Yo € Ko 从 而 如 6 Mo, ATLA WHO. Ht, ba %FF2. 
所 以 PEO. 

对 2 的 任 一 模型 UU: BART, MAeL., SUE Hoth 
的 归 约 为 A, Wl] AE Lo, Mit Xo & Mos 所 以 0 片 一 0。 由 此 , 也 有 
Wee, ALL dE, Witt. AOFd, CEH) 
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附录 1 一 些 判定 问题 
31 一 些 引 理 


在 本 附录 中 ,为 了 方便 ,我 们 把 语言 GS 中 的 理论 工 限于 指 < 
中 对 逻辑 推论 对 闭 的 语句 集 。( 即 ， 若是 乡 中 语句 , 且 TT 上 Eq， 
则 pe 了 7。) 

设 $ 是 语言 SZ 中 一 个 语句 集 。 我 们 把 2 中 包含 5 的 最 小 
理论 T( 易 见 其 存在 且 唯 一 ) 称 为 乡 中 由 S$ 生成 的 理论 。 5 称 为 
TAA, 

设 了 是 语言 CS 中 的 和 谐 理论 。 WRITES 中 的 每 一 个 和 
谐 的 扩张 理论 都 是 不 可 判定 的 , 则 称 了 是 实质 不 可 羯 定 的 . (对 于 
可 判定 性 ,我 们 直观 地 理解 为 "存在 能 行 的 判定 方法 ”. ) 

引 理 11 RTT 是 同一 语言 YS 中 的 两 个 理论 。 如 果 了 
Ltt TAZ ARAABL AT 不 可 判定 , 则 了 也 不 可 判定 。 

证 明 ”由 题 设 易 见 , FES 中 一 个 语句 gp, HT’ fe TU 
{p} 生成 . 

ERS Hib +. G) 若 $ET', 则 TUt{9} 上 59g， 从 而 TE 上 
FJ, (p> o*ET. G)RZAC@rOET, MTU phe 
> Mill be T’, 

RET 可 判定 , 则 由 由 的 任意 性 及 CG), Gi) 4,7’ 可 判定 , 与 
题 设 矛盾 . GE) 

注 在 上 述 题 设 下 , 若 工 可 判定 ,了 未 必 可 判定 。 例如: 可 
换 群 的 理论 是 可 判定 的 .( 证 明 参 见 文献 [20]. ) 但 群 的 理论 不 可 
判定 。( 以 下 将 证 明 .) 

引 理 1.2 设 语言 史 ' 比 双 只 多 一 个 个 体 常量 c.T 是 心中 
理论 ，7' 是 由 7T 在 绎 "中 生成 的 理论 。 则 T 与 了 同 为 可 判定 或 
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不 可 判定 。 

TER 1. RT 可 判定 ,证 7' 可 判定 。 

任 取 SY’ 中 语句 q', 可 记 作 e'(c). 再 任 取 一 个 不 出 现 于 到 
中 的 个 体 变量 v, 作 经 中 语句 申 一 (Yv)9' (>)， 

1.1. BpeT. 任 取 7 了 7 的 模型 % 一 (A, a) (A 是 经 的 模 
型 ,ac 是 对 < 的 解释 )， 则 由 % 片 六 及 7 CLA, WET, Mii 
XFE7,sFp。 再 由 9? 的 形状 知 ;,XFe' Co)[c] AKA Wee’ Ce). 
es 是 7' NE—-RD KA TFS’, ET’, 

2, RZ. Be eT'。 任 取 工 的 模型 8 及 其 中 任 一 元 8， 则 

B' 一 YES ORB, MbSETA,SET BRT 定义 
即 知 , VET’. RABEe'(c), 从而, FSEp'()[6]. HH 
的 任意 性 ,有 Bg。 又 因 3 是 了 的 任 一 模型 , 故 有 Tp9,p& 了 ， 

由 op’ 的 任意 性 和 1.1, 1.2 RT AERA, T’ 可 判定 。 

2， 设 了 可 判定 ,证 TT 可 判定 ， 

任 取 经 中 语句 由. 

2.1, AveT WAT ENA PET’. 

2.2, B@ pe7'， 任 取 了 的 模型 E 及 其 中 任 一 元 Y， 则 
CE' 一 (CE,y) 是 红 ' 的 模型 。 又 由 CEF7 WA, CET, BHT 
MAIR CET’. KACEY, Mia ced. MACHT HE 
模型 MATES, pe T. 

由 的 任意 性 和 2.1, 2.2 及 7' 可 判定 即 知 ，T 可 判定 。 (证 
毕 ) 

EEL’ UG 只 多 一 些 个 体 常量 。 当 只 多 有 限 个 常量 
时 , 屡 用 本 引 理 可 得 类 似 结 论 ， T 与 工 同 为 可 判定 或 不 可 判定 。 
“SES 多 无 限 个 常量 时 ， 也 可 仿照 本 引 理 证 法 得 到 类 似 的 
结论 。 GER: 2 纪 ' 的 每 一 语句 中 只 出 现 有 限 多 个 新 常量 . ) 

KS 为 一 语言 ,U 为 g 之 外 的 一 个 1 元 关系 符号 , 令 Li= 
=m YU{U}. 

对 于 经 中 任 一 语句 p, 把 其 中 一 切 量 词 (Vx)(…) AN BK 
为 (Vx)(U(x) 一 ，…), 并 把 一 切 量词 (3x)(…) 同时 都 换 为 (3x) 
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(U(x) 信 …), 可 得 fi 中 一 个 语句 9 四 Bp 为 把 ?对 避 相 对 
化 所 得 的 语句 。 

设 工 为 HEL. 把 了 中 语句 都 对 避 相 对 化 ， 得 双 : 中 
一 个 语句 集 Tu, 以 T@" 记 由 Tv eS. 中 生成 的 理论 ， 称 为 把 T 
WU 相对 化 所 得 的 理论 ， 

引 理 1.3 Roe 中 只 含有 限 多 个 函数 符号 及 个 体 常量 。 如 果 
“到 中 的 理论 T 是 可 有 限 公理 化 的 ，( 即 :了 工 可 以 由 经 中 一 个 有 

' 限 语句 集 在 4 中 生成 .) 则 罗 , 中 的 理论 T™ 也 是 可 有 限 公 理化 
的 。 

证 明 RS 中 的 函数 符号 为 Pi ，F,:(E; 为 TU), 个 
体 常 量 为 Ci9""*y Ose 

MS 的 任 一 模型 %， 显 见 有 AWE (Vx,---x,;) GY) Fi 
te) 三 PG) RAR Be) = 1,°°-, 5), 把 
这 两 组 语句 各 简 记 为 wm， 61, 则 由 上 可 知 , Be, eT, Minis 
Pi , hiMeE To. | 

由 题 设 知 ,存在 S 中 一 个 语句 o, 能 充当 了 工 的 公理 。 现在 证 
AAS me {pf Ps 一 1 7 一 1 是 了 2 的 
一 组 公理 。 首 先 , 显 见 SET。 

任 取 pe T™, 则 由 T 忆 2 定义 知 ,ToFF9， 所 以 ，TuoU mp] 
不 和 谐 。 由 此 及 紧 致 性 定理 知 , 存 在 有 限 个 以， … ,061 中 (0,,.……， 
6,€ T), {8 {A, +++, 01, Tp} 不 和 谐 , 从 而 ,有 

A (1) 

但 由 o 是 工 的 公理 可 知 , 片 5 一 (0 入 … 和 6) 由 此 可 知 ,9i2 
入 .人 9 NGO As NDOT! > (APA AO), 再 由 
(1) FAL,2Eo. 

由 以 上 即 知 , 卫 是 7 的 一 组 公理 , (证 毕 ) 

注 4S 含有 无 限 多 个 函数 符号 或 个 体 常 量 了 时 , 引 理 1.3 不 
we YZ. 

引 理 14 RATES 中 的 理论 ， 则 了 是 和 谐 的 当 且 只 当 经 ， 
中 的 理论 TO AMEN, 
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证 明 1. 若 了 不 和 谐 。 任 取 乡 中 一 个 语句 eo, WA CPA 
9) € T, HLA (PAT@) € Tw) , 即 (p™ A 19) € rm ,所 
LT AMIE. 

2. TMS, WHEY WRU EUET, HABA 
SH, 的 模型 % = (A, A) (4 A UHC, AL 5) , 则 由 aE 
TARLAWET MMA UETO, BAT! 和 谐 。( 证 毕 ) 

引 理 15 设 纪 中 的 理论 是 实质 不 可 判定 的 , 则 多 ,中 的 
HG TO 也 是 实质 不 可 判定 的 。 

VER 1. 由 工 为 实质 不 可 判定 知 ,， 工 积 谐 ， 故 由 引 理 1.4 Al, 
7 和 谐 。 

2, ER TO 在 4, P—-PSMEDT RHC. $1 = 
10:04 2 中 命题 并 且 02e Ty}, 

2.1。 先 证 明 Si 是 SY 中 的 理论 . 

老 & 中 语句 9 适合 Ee, 则 由 紧 致 性 定 埋 易 知 、 存 在 有 限 
个 9,… ,0m€ Si EE (OA ++ > AOn) 一 gp, 由 此 可 知 ((0, 信 
Om) 一 9) 上 ET, 从 而 易 知 , (8 入 .入 08) > gpg 中)€E TMCT,, 
但 由 Si EA, A, rey On € Ti, 再 由 Ti A; 中 对 逻辑 推论 
封闭 可 知 , gp 中 ET, 从 而 pe Ss. FUSES 中 对 有 逻辑 推论 封 
Al. 

2.2, AS EMAALSIVST,, PLAS? 和谐 ， 再 由 引 理 1.4 
Al,S: 和 谐 。 又 易 见 TS 故 由 7 为 实质 不 可 判定 可 知 ，S: 不 可 
判定 . 

2.3。 对 SCHEMES, BVVET., Mores; Bre" 
T,, RW PES, HAIGH 2.2 7A, Ti 不 可 判定 . 

3, 由 1 及 2 即 知 ,7'” 是 实质 不 可 判定 的 . GE) 

注 本 节 及 以 下 $3,$ 8 取材 于 文献 [21]. 


$2 环 及 域 的 理论 的 不 可 判定 性 


在 本 节 中 ， 令 语 言 2 一 { 人 十， 0}, La = 5 0, ts 
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SY y= {+,°,U,0,1}. 

DRicghmRRMABE 4. 中 生成 的 理论 ， 称 为 环 的 
理论 .以 Ti 记 整 数 环 .7 一 (1, 十 ,*,0,1) 在 纺 ; 中 的 完全 理 
论 。( 此 处 ,了 代表 整数 集 .) 

基本 引 理 ”存在 oH SCT), S 可 以 有 限 公理 化 并 且 
是 实质 不 可 判定 的 。 

证 明 见 $ 8。 事实 上 , 可 以 取 下 列 7 条 语句 作为 S 的 一 组 公 
理 : (Way) (ex +l Sy tle sy); (Vx)(x 十 1 关 0); (Wr) 
(x* 半 0-> (ay) = 9 +1))3 (Vr)(x+0 = x); (Wey) (r+ (y+ 
1) = (e+ y)+1)3 (Vr)(x .0=0); (Wen (e+ (y+1) BG: 
y) +x), 

定理 2.1 T, RAHA. 

证 明 由 基本 引 理 立 得 . 

定理 2.2 环 的 理论 RR 不 可 判定 ， 

WR 设 3 是 上 述 5 的 一 组 (有 限 个 ) 公 理 。 令 TT 为 由 RU 
在 毕 ; 中 生成 的 理论 , 则 ZT 和 谐 ( 因 易 见 TSTi) ,并 且 SSET。 故 
AS 为 实质 不 可 判定 知 ,了 不 可 判定 . 

URWRES PERM, WTKR 只 多 有 限 条 公理 
3, 改 由 上 段 及 引 理 1.1 可 知 ,R; 不 可 判定 。 再 由 引 理 1.2 即 知 , R 
A FE. GER) 

定理 2.3 SOMATA DHE. S.C A.) 
整 环 的 理论 不 可 判定 。 

证 明 se 2.2, 用 相应 的 理论 代替 尺 即 可 。( 证 毕 ) 

以 人 @ 记 由 通常 的 域 公 理 在 多 ; 中 生成 的 理论 , 称 为 域 的 理论 . 
U Te 记 有 理 数 域 乡 一 (80, 十,*, 0A. DES PHSB. 
以 工 记 7; WRB A—(0,+,°,0,1,1) U 为 整数 集 ， 用 以 解 
RULES, 中 的 完全 理论 . 

引 理 2.4 (i) TMIR,A ©, ToST. 

Gi) 工 包含 下 列 语句 1: 

(vz)(U Ce) <— (Vyy,) (((3uvw)(2 + yw 
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= 十 ys") A (Wz) ((auvw)(2 十 yy + Yaw 
= + ye?) > (Snow) (2 + p92 + 1) 
+ ypu? = ))) > (uvw)(2 + WYO 
+ qu? = x? + ys*))). 


(iii) THD ToU{4} eo, PER, 

证 明 (i) 显然 。 

Gi) 的 证 明 见 下 面 的 定理 2.8. 

(ii) 车 peT， 则 %F=p。 由 9 用 12 作 有 限 次 代 换 可 得 一 个 
不 含 忆 的 语句 po:。 显 见 ,2Fp* 一 pi。 故 由 3%F9 及 %， 有 
Pi hkit,ZEq, pi € To. HU EAR TOUIAFe. (证 毕 ) 

定理 2.5 和 不 可 判定 . 

证 明 1. 令 5 为 基本 引 理 中 的 理论 , 设 了 = {a1,*…, or] 是 
5 的 一 组 公理 。 由 引 理 1.3 及 其 证 明 可 知 , S 有 一 组 公理 30 一 
{ois ,0 (SMCT,) 

利用 引 理 2.4 HR A, BT of, ---, of” BESTE HS 
Hr BiB py .… 。 Ors 使 适合 FFci p,, G=1,--+57). 令 
Xi for, °°, orf, WAM 20T9. 

AT AOULE SHERRI (T.STo). BST’ A 
ToU{4}UZo 在 这 ;中 生成 的 理论 (T'ST). 

易 见 ,7' 和 谐 且 SCT'。 而 由 引 理 1.5 知 ,5 是 实质 不 可 
判定 的 ,所 以 ,7T' 不 可 判定 . 

2, 对 于 也 ;中 每 一 语句 op, WU A 能 行 地 把 它 改变 为 i 
中 一 个 语句 q*, 使 适合 Ap —p*. DEW: pe 7' 当 且 只 当 
p*€ rh 

. pe’, 

ad 7, 的 一 个 模型 久 。 在 名 中 利用 4 补充 定义 一 个 1 元 关 
系 B(B 为 A 的 论 域 4 的 于 集 ) 作 为 对 口 的 解释 ,可 以 将 UBIRA 
2 的 模型 台 一 (2 B), BBA AAW Eas, 
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又 由 AE 7 AL WET, 从 而 WF 2), 再 由 2; 中 诸 语 名 Pi 的 
RBRWEA WR, WEZy, 

HU Fae, WET’. Bec 及 p* HRA, WE 
p* ATH. 

MA UH To 的 任 一 模型 , 故 有 TK —p*, p*€ To. 

2.2, RZ jiK PET’. 

由 了 了 芒 9 知 ,存在 7' 的 模型 8', BH, Wi, VET. 
B 可 归 约 为 Sf, DARDS, BASET WA, SET. 又 由 VE 
TR BEA, HIER BEN 可 知 , BE ¢*, Mit SE 719", 
由 此 及 BET, 可 知 ,q* ¢ To. 

3、 由 7T' 不 可 判定 及 2. 易 知 ,To 不 可 判定 。 再 由 To 定义 中 
2, 的 有 限 性 及 引 理 1.1 BA, OA BALE. GEE) 

定理 2.6 S&S, 中 除 环 的 理论 天 不 可 判定 . 

证 明 因 @ 只 比 玉 多 一 条 公理 (Yxy)(x* - y=y- 4) RHO 
不 可 判定 及 引 理 1.1 WA, KAA. GER) 

定理 2.7 有理数 域 的 完全 理论 To 不 可 判定 。 

TA ”在 定理 2.5 的 证 明 中 以 ToORBOM A, (此 时 7 成 
为 To.) GE) 

现在 附 述 一 个 在 有 理 数 域 中 用 1 阶 语 言 刻 刘 有 有 理 整 数 的 定 
理 , 作为 引 理 2.4 中 Gi) 的 根据 。 (以 下 的 定理 及 证 明 取 自 文献 
[22]. ) 为 了 与 通常 的 数学 习惯 一 致 ,我们 暂 将 形式 语言 中 的 等 号 
三 改 用 通常 的 = ,而 以 三 作为 通常 的 同 余 符号 . 

定理 2.8 一 有 理 数 7 为 整数 的 充分 必要 条 件 是 它 适 合 有 理 
数 域 上 的 下 列 公式 p(n): 


(Wa ,b)(Caxyz)(2 + $2? = x7 + ay") 

A (Wm) ((axy2) (2 + abm’ + bz? = x’ 

+ ay’) 一 (axyz)(2 + ab(m + 1)? 

+ bz? = x7 + ay"))) -> (3xyz)(2 + abr? 
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+ $27 = x? + ay’). 

为 证 明 此 定理 , 先 叙述 或 证 明 一 些 引 理 : 

引 理 2.9 若 p 三 3(mod4) 为 一 正 素 数 ， 则 在 有 理 数 域 中 , 二 
RA x? + y' — po? 能 取 且 只 能 取 一 切 非 如 下 形状 的 有 理 数 值 1m: 

(i) be ~— 2?; HERR 是 模 ? 的 平方 剩余 , zk; * 是 有 理 
ys 7 0,° 

或 Gi) R- ?, Ary weR k = p(mod8); s 是 有 理 数 ， s¥0, 

证 明了 略 去 。( 见 文献 [23].) 

512.10 Be, I HEAR, P= 1(mod4), IABP 
的 平方 剩余 。 则 在 有 理 数 域 中 ， 二 次 型 ?十 oy — ps’ 能 取 且 只 
能 取 一 切 非 如 下 形状 的 有 理 数值 m: 

(i) Pk 93 其 中 , 整数 《不 是 模 p 的 平方 剩余 ; * 是 有 理 
数 ,s 天 10， 

MGiq-k- 2, Ab, 整数 《不 是 模 4 的 平方 剩余 ; :是 有 
理 数 ,s 关 0, | 

证 明 略 去 。( 见 文献 [23].) 

引 理 2.11 若 p = 3 (mod4) 为 一 正 素 数 , 则 方程 

2 pm? + p2? =e x 二 (1) 

BARB «,7, 的 充分 必要 条 件 是 : 在 有 理 数 mw 的 最 简 分 式 
中 ,其 分 母 4 为 奇数 且 与 p 互 素 ， 


证 明 m= — (d>1) 为 最 简 分 数 ( 即 ，n, 4d BK). > 


m, == 2d + pr’, i) 2+ pm? = = 易 见 » (1) 有 有 理 数 解 x， 1a 
的 充分 必要 条 件 是 m = xt + 办 一 pe? BABU x1, i. CB 
者 的 联系 为 xs 一 dx, y= dy, zi 一 dz.) tHE: mi 能 表示 为 xi 十 
并 一 psi 形状. 

lL. 若 z 为 奇数 且 与 9 互 素 。 则 mm 和 :一 22 十 pr 与 ? 互 素 ,由 
此 可 知 , m AE “PR PRAM PRBRAMR, Cth; s HAH 
Res x 0)" FBR, A: 假若 my 是 如 上 形状 , 设 © G18 BR), 
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wy sim, = Pksi, 由 此 及 m, +3? FRAP ls, 从 而 P| imy=Pkst, 
但 ptk BD Pls, A, Pts, SU EF. 7 

Hd HAR P= 3(mod4) 又 易 见 ,mi = 1 BK 2 (mod4), 由 此 
ATA mm, WAGE “WR + (整数 六 三 p(mod8); :为 有 理 数 ,s ~ 0)” 


OR. A: BE m 是 如 上 形状 , 设 * 一 2 (4, 5 EX), Ml m= 


ks. (i) 若 $19 $1 WHF, 则 m, = sim —m ki = hE Pp =3 (mod 
4) ， 与 以 上 矛盾 。 Gi) BaF s 454, Wl] me, = sim, == Roi = OGmod 
4), 与 以 上 矛盾 。 (iii) Aa 奇偶, WR = kj = om, = 0(mod 
4), 5k = p = 3(mod4) 矛盾 。 | 

由 以 上 及 引 理 2.9 即 知 , mi RERARH xi + yi— Pei FoR, th 
即 方程 (1) 有 解 . 

2. HARSPHER. World, &d—pr, Wm — p(2pr? 十 
), Sk= 2pr? +7, k= wmode) 是 平方 剩余 ， 并 且 叶 4 
(因由 pla 及 d,? 互 素 知 ,Ptrn)。 所 以 mw 是 “pp*: 2*(s 开 1) 形 
状 。 故 由 引 理 2.9 知 ，m 不 能 表示 为 避 十 只 一 pz? 形状 ,也 即 方 
程 (1) 无 解 . 

3. Eads. Od — 2d,, Wl) m, 一 Bdi + pr。 但 # AF 
(Ad, » BR), Ary w = 1(mod8), 从 而 mm = P(mod8), 所 以 
m, fe “R + O°CR = mys = 1). 故 由 引 理 2.9 知 ,mi 不 能 表示 
A) xi yi — pei eK, RAE (1) 无 解 。 (证 毕 ) 

引 理 2.12 若 p, 4 为 正 奇 素数 ,Pp 三 1(mod4), 不 是 模 p 的 
平方 剩余 , 则 方程 

2 十 pqm + p= x? + gy (1) 
有 有 理 数 解 *,》, z 的 充分 必要 条 件 是 : 在 有 理 数 mw 的 最 简 分 式 
中 ,其 分 母 4 SP, 都 互 素 。 | 


证 明 设 m 一 了 (4 之 1) 为 最 简 分 数 ， Sm 一 2+ Pqn', 


仿 引 理 2.11 的 证 明 可 知 ,(1) 有 解 的 充分 必要 条 件 是 : zx 能 表示 
为 xi avi Pi (xi, hh, ms ABER, 
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1 Bd 与 p，9 都 互 素 。 则 pt2d?, Witeim. 同 理 etm, 
仿 引 理 2.11 的 证 明 可 知 ，mi 不 是 引 理 2.10 中 所 说 的 “如 .和 9 
或 “q .4 O° FR, BSAA. mm 能 表示 为 x? 十 9 一 Pei 
形状 。 也 即 方 程 (1) 有 解 . 

2. 荐 4 不 与 p 互 素 , 则 pld。 令 4 一 pr, 则 m 一 PX， 其 中 


k= 2pr?++gmr。 BU aw 5p 互 素 , 所 以 ,( 飞 ) 一 (=) (2)= 


一 1. 《其 中 ces) 等 为 Legendre 符号 .) 故 由 引 理 2.10 m= 
Poh: PRRERARY x? + ay} — pe? 形状 也 即 方程 (1) 无 解 。 
3. Bd€ABZIARMald. Sd—ar, mx 一 gk, Hp 


tna 人) 人 的 -人 的 -一 
由 引 理 2.10 知 ，m 一 4 kh- 1 不 能 表示 为 妈 十 4 巡 一 和 形状 ， 
也 即 方程 (1) 无 解 .( 证 毕 ) 

” 引 理 2.13 ” 落 正 素数 三 1(mod4) ， 则 存在 正 奇 素数 9， 使 


的 -~ 


证 明 令 正 整数 为 p 的 任 一 非 平方 剩余 , 则 + 十 清 也 是 , 且 
7 与 了 十 ?中 有 一 为 奇 ， 此 奇数 至 少 有 一 正 素 因子 4 也 非 ?的 平 
HMR. BR 9 为 奇数 . 
定理 2.8 的 证 明 ”1， 先 证 明 : 任何 整数 ”都 适合 O(n). 
bla, b, 4) 代表 (3xyz)(2 + ab? + bz? = x? + 29"), Mil 
p(2) 可 写 为 : 
(Wab)((b(a, b, 0) AN (Wm) (b(a, 6, m) 
> pa ,b,m + 1))) > b(a,b,n)), 
对 任何 有 理 数 。，4:G) 若 (……) 假 , MW (……) 真 。 (ii) 车 
(…~) 真 , 则 由 (……) 的 归纳 法 形状 知 当 整 数 之 0 时 , b(4,5,7) 
真 ,从 而 (……) 真 ;又 由 wa， 26， A) ERM, O(a, 6, 等 价 于 
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b(a, 6, —k) MAALA, VER KOM, WA b(e, 6,0) 真 ， 
从 而 ( ep ) 也 真 . 

所 以 ,任何 整数 ”都 适合 p(n). 

2， 设 有 理 数 # 适合 p(n), 证 明 2 HREM. 

IEAM P = 3 (mod 4), , 则 由 引 理 2.11 知 , C1, p,m) 成 立 
的 充分 必要 条 件 是 在 mw 的 最 简 分 式 a 中 , 4 不 被 2 PER. 
从 而 ,由 p(w) 成 立 可 知 , 4g(1, PP, #) 成 立 。 再 由 引 理 2.11 可 知 ， 
在 > 的 最 简 分 式 也 中 ,di 不 被 2 或 bp 整除 . 


ERM p= 1 (mod 4), KSB 2.13 取 一 正 奇 素数 4， 使 
(2) = —1, 则 由 引 理 2.12 知 ,4(q, p,m) 成 立 的 充分 必要 条 件 


是 在 ?的 最 简 分 式 中 , d RP RIE. AIBA, OC, 2, 
0) A(Wm)(b(q, P, m) > (dg P, m + :1)) 成 立 , 从 而 , 由 p(n) 
成 立 可 知 , 6(9, Pp, 7) RIL. 再 由 引 理 212 可 知 , 在 ”的 最 简 分 
ie 中 ,qi 不 被 * 整除 . 


由 以 上 两 段 可 知 ,在 + 的 最 简 分 式 jy 中 , adi 不 被 任何 素数 整 
除 , 故 知 ?为 整数 。( 证 毕 ) 


$ 3 群 及 半 群 理论 的 不 可 判定 性 


在 本 节 中 ， 令 语言 Ho = (o} 《0 为 一 2 元 函数 符号 )， 经 :一 
{e, cj (ec 为 一 常量 符号 ), ;一 {十 ,|, 1} (十 为 2 元 函数 符号 ， 
| 为 2 元 关系 符号 ，1 为 常量 符号 ), 人 ;一 {十 ,|,U,1}(U 为 1 
元 关系 符号 ), ,一 to ce, 十 , 1,U, 1}. 另外 ,把 形式 符号 三 也 
记 为 通常 的 =.、 


。183。 


以 G 记 纪 。, 中 由 通常 的 群 公理 生成 的 理论 ， 称 为 群 的 理论 。 

UG idhce 安 ' 中 生成 的 理论 。 

以 广 记 整数 系 了 在 多 ;中 (在 通常 解释 下 ) 的 完全 理论 ， 

DJ ides J* 对 忆 相 对 化 所 得 的 & HRB. 

ATi id S OPARS WE 绎 ,中 的 完全 理论 .2% 一 (44， 
co C1 十 1， |1, 1 U1)。 其 中 : UNHCR A— {x: z 为 整数 集 工 
到 其 自身 上 的 1-1 变换 }; o 为 变换 的 通常 乘法 ;ct 为 变换 c.(%) 一 
《十 1 CHD REI) Ui {e?: m€ 1); +,5 9, 相同 ; oe 
相同 ;| 的 定义 为 fl,g 当 且 只 当 f 为 cf 形 ，8 为 人 形 (m,n€ 
1) 并 且 m|n, 

WG" id 4. RB A=(4,%,¢,) (6 的 化 约 模型 ) EL, 
中 的 完全 理论 . 

引 理 3.1 存在 sf 中 的 理论 5S+S 放 ,s+ 可 以 有 限 公 理化 ， 
并 且 是 实质 不 可 判定 的 . 

证 明 ( 大 意 ) 由 $2 的 基本 引 理 按照 下 列 思路 可 以 导出 . 

在 整数 系 了 中 ,用 十 ,| 及 1 可 以 1 阶地 定义 ,其 根据 为 下 列 
两 条 性 质 : : 

1， 对 任何 x*,y€1;x = 六 当 且 只 当 (Vz)((x 十 ?7)1z<>(?| 
eA(y + 1)|ls))ACVuz) (Clu 十 ?一 xz)A(z 十 1 y)) > (ul 
2<—+(y|zAv|2))). | 


2. MEM ec, y, sel, xm y- 2 ARM (Suew) (u=y'A 
ym show = (yt elPA(xtxetatv)=w), CE) 

引 理 3.2 FES, 中 的 理论 SM CLO, st 可 以 有 限 公 
理化 ,并 且 是 实质 不 可 判定 的 . 

证 明 由 引 理 3.1 及 引 理 1,3, 1.5 即 得 . GER) 

引 理 3.3 CG) 7 和 谐 . 

(ii) G”, JIOCT,. 

(ii) 天 包含 下 列 4 FIBA: (Vx)(U(x)<rxoc = cox); 
(Wxyz) (x 十 y mm errxoy 2); (Wr) (x = lerr = ec); (Wry) 
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((xly)<> (xroc=cox \ yoo 一 coy\ (Wz) (xoz 一 z0x—>yor = 20 
y))). 《以 下 以 A 记 此 4 语句 所 成 的 集合 .) 

(iv) T, 中 每 一 语句 pi 都 可 由 G” 及 A 逻辑 地 推出 。 

WEAR 1. 由 了 7, 定义 显 见 ,7 和谐 . 

2.1. HG" RMN 定义 可 知 ,G6” ETT 

2.2, 考虑 由 了 到 U, 的 下 列 映射 p:m 一 c?(mE1), AU, e 
是 由 I 到 U, 上 的 1-1 BRA, HB, SU PBEM: p(m 十 2)= 
eft = cPoc? = CP? = p(m)-+ip(n); mln 当 且 只 当 p(m)|， 
p(n); p(1) 一 1。 所 以 ， 模 型 (1, 十 , |, 1) 与 (Ui, +1, lis da) 
同 构 ， 由 此 及 It, T, 定义 中 易 见 ,J 中 SST,. | 

3.1, TET, 4& (Wx) (U Ws) <>x0c = cox), FER AE A, 

3.1.1 Gwe U,, WW 2X 7 形状 ,所 以 HOC, CON, 

3.1.2, FE woe, = cioiz。 则 对 任何 &< 了 都 有 

m(k +1) = x(e,(%)) 一 (xoics) (%) 


= (64%) (KR) = cx(R)) = (RK) +1. (1) 
H (1) 又 有 | 
(kh) = x(k +1) — 1. (2) 
设 x(0) =n, 则 由 (1), 有 zz(1i) = 2 +, (2) = 2 42,°-2 : 
由 (2), 有 x 一 1)} = (0) — 1 en — 1, (2) = 1-2, -2 2s : 
所 以 ,x 一 CE LU 


3.2, A MANE LBL, Th 包含 (Vxyz)(* + 》 一 xz 二 >xoy 一 
zy) Be (We) (x = lor = cc), 

3.3, 证 Ti 包含 (Vxy) CCl y) <> (roe = cox A yor = coy 
(Ws)(x0z 一 zox —> yor = zoy))), FEMS, g€ A. 

3.3.1, Gflig, 证 f,g8 适合 (xoc = coxA-++A(VWz)(-+-)) 
(Af, 8 分 别 解释 x,》)， 

由 WW 中 | 定义 知 f,g€ 0,， 故 由 3.1， 有 foc= eof 及 go 
Cy COL, 并 且 了 为 cm FER, eA ct 形状 ， m\2 ik 要 mi(lé 
I). 

KER AE A,ik fork = Aof, CR) l = 0, Mn = 0, g—ci H 
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7 上 的 恒 等 变换 ,所 以 , 此 时 go eh hog, (CL)YBI>0, 由 
2 一 1 知 , 8 一 大， POLE fork 一 hof BTR, gore 一 hog, (AYE 
1<0,# r= —1, 则 由 g — cf 知 ,8 eR A, 4) 中 的 逆 元 8 一 
cr? = cf"", 从 而 ,由 ( 乙 ) 有 go% 一 hog', 再 由 群 性 质 易 得 ,ho18 二 
gh, | 

3.3.2, Hf, GH (xoc = cor\-++A(Wz)(--*)) WE, 8 
分 别 解 释 x,y) ,证 flig. 

由 fore, = cf 及 3.1, 有 了 EDU。 同 理 ， gE€U. 设 f= ct, 
g= cr, 

CH) Hm#0. 考虑 7 上 如 下 定义 的 水 数 h; 
对 每 个 ET: 若 mi, 令 h(R) 一 十 m; 若 mm 和, 令 h(R) = &. 

易 见 h€ 4。 由 定义 又 易 见 ,对 每 个 〖EI1, BA ACktm)= 
A(k) +m, 再 由 ct 的 定义 即 有 ，h(c?(R)) = cTGUC)), ， .也 即 
h(f(R)) = f(ACK)). PRL, Auf = fous. FRR (V2)(---) 可 得 
£94 = hog, +thBY cfoyk = Aye?, 由 此 有 h(n) =h(c{(0)) =ef 
(4(0)) = cf(m) = m+n4 2, BA ELAR, 必 有 mo, Mi 
由 | 定义 有 fig. 

( 乙 ) 车 m 一 0。 此 时 f= 为 T 上 恒 等 变换 , 所 以 对 每 个 
x€ ABA fo 一 rotf, 再 由 (Yz)(.…) 成 立即 知 , 有 gor 一 xo1g， 

假若 > 关 0。 任 取 了 I 中 一 数 m' ~ 0 使 m4n， 并 仿照 ( 甲 ) 用 
m’ 代替 该 处 的 普 定 义工 上 的 函数 4’, WHEBRA ok’ = hug, 
KE on + om’ = ci(m') = g(m') 一 8 0)) 一 (go )0) 一 (co 
B)(0) = A’(g(0)) = h(n) 一 2 此 与 mm #0 EB. 

PU Se oo = 0, MAI. OS mln Th |, EMA fig. 

4, 若 pe7， 则 %FFm。 由 9 根据 4 中 诸 式 作 有 限 次 代 
换 , 可 得 一 个 只 含 , “ 的 语句 ,使 适合 4F9i< 一 9?。 但 由 3. Al, 
WA, 再 由 WR, PA, WEP. MM,AARp, PEC’. KH 
iL, CG” UAF qq. 《证 毕 ) 

定理 3.4 和 群 的 理论 G 不 可 判定 . 

证 明 1. 由 引 理 3.2 及 其 证 法 可 知 ，S+' 有 一 组 公理 
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{oi 2 OR}, Cory +, RE St). 利用 引 理 3.3 中 的 4, 可 以 
{os + ok} 能 行 地 得 出 SL A RPB aA, oe, pi, 使 适合 

AF=o}<> oi = 1, -++,&). (1) 
令 了 = tas, oh (SG6"), HEM HHCUTE SY, PER 
的 理论 (T.SG”), 

2. 令 了 为 由 {oi …, oY}UToUA 在 &, 中 生成 的 理 
论 , 则 易 见 ,7T' MBCA T’ST,) HEA 

SEE (2) 

对 于 人; 中 每 一 语 名 gq， 可 以 用 4A 能 行 地 改变 为 oS. 中 语句 

Pp” ,使 适合 
AF p<". (3) 

现在 证 明 : 
| pe T’ 当 且 只 当 p*e TN, (4) 

2.1, ApeT’. EMT W-TPRH SB, SHAR AM 
定义 对 于 十 ,| ,7 ,1 的 解释 ,可 使 3 膨胀 为 经 ,的 模型 8', 并 且 显 
LBEA,. MASED, AVE, MimBES. BHBEAR 
(1) BA, FG, ---, oP, HUA ERT PRIA, BWET’. 再 
H pe TT’ (3),8 VEp* Mit SEq*. 

XA GB FET, 的 任 一 模型 ， 故 有 To 片 o” ， qp™ € To. 

2.2, AptT’. 由 7' 快 9 Ta, ET HRB CK, 从 而 
C’E 79, 

可 归 约 为 A, NRC, BA CET (2T.) WA, CET, 
MA CET ACEA HER CE Te 及 (3) THC ET p* ,从 
而 CE 一 9 。 由 以 上 可 知 ,9 ¢ To. 

3. 由 5+ 中 为 实质 不 可 判定 及 (2) 可 知 , T’ 不 可 判定 。( 因 : 
AT" AT OHS 乡 ; 中 语句 的 集合 ， 则 易 知 ，7” 为 一 理论 且 
SMCT'ST’, RAT 可 判定 , 易 见 ，7” 也 可 判定 ， 但 7” 为 
Ht, HSPs 为 实质 不 可 判定 根 矛盾 . ) 再 由 《4) 
可 知 ，7。 不 可 判定 。 再 由 To 定义 及 引 理 1.1 可 知 ,，G' 不 可 判定 ， 
再 由 引 理 1.2 即 知 ,G 不 可 判定 。( 证 毕 ) 
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定理 3.5 半 群 的 理论 CGC (Sf) 不 可 判定 。 

证 明 AG 只 比 G 少 有 限 条 公理 。 故 由 G 不 可 判定 及 引 尝 
1.1 A GAR FI. 

定理 3.6 模型 二 (4, 01, 1) 在心 ! 中 的 完全 理论 6” 不 
A FUSE. 

证 明 仿照 定理 3.4 的 证 明 , 以 G” RSH HR G' 即 可 . GE 


$4 工 阶 谓词 冲 算 判定 问题 的 化 约 


1 阶 谓词 演算 (以 下 简称 谓词 演算 ) 是 不 可 判定 的 。 即 :不 存 
在 一 个 能 行 的 方法 ， 使 对 于 谓词 演算 中 每 一 合式 公式 都 能 用 此 方 
法 判定 其 是 否 恒 真 公式 。 这 一 事实 我 们 作为 已 知 , 读者 可 参看 各 
种 数理 逻辑 教科 书 ， 这 一 事实 也 可 利用 以 上 一 些 不 可 判定 的 理论 
来 证 明 。 例 如 , 可 以 利用 群 的 理论 G 的 不 可 判定 性 来 证 明 。 其 大 
Bur: 

令 语 言 i :一 {ER}, 其 中 为 一 2 元 关系 符号 ，R 为 一 3 
元 关系 符号 . (关系 符号 即 谓词 变量 .) 易 见 ,在 经 , 中 可 以 写 出 一 
个 不 含 等 号 的 语句 Y: 来 表达 下 列 直观 含意 : “E 是 一 等 价 关 系 。 
并 且 ， 当 用 五 -等 价 " 代替“ 相等 ' 时 ，R 是 一 2 元 运算 并 具有 群 的 
定义 中 所 要 求 的 性 质 "， AG. 记 由 71 在 纤 ， 中 能 推出 的 一 切 不 
含 等 号 的 语句 所 成 的 集合 , 则 由 群 的 理论 G 的 不 可 判定 性 可 知 ,G， 
也 是 不 可 判定 的 。 现 在 , 由 此 说 明 谓 词 演 算 的 不 可 判定 性 : FR 
2 中 一 个 不 含 等 号 的 语句 p。 (Qi) HOEG, 则 nee, ME 
1-9, Gi) RZ,.4 Ei, Wnep, peG. A), Gi) 
及 Gi 的 不 可 判定 性 即 知 , 谓词 演算 不 可 判定 ， 

下 面 介 绍 这 一 结果 的 初步 加 强 ， 

引 理 4.1 由 1 阶 谓词 演算 中 每 一 合式 公式 4, 可 用 一 个 能 行 
的 方法 得 出 一 个 合式 公式 BLE BPR 1 个 谓词 变量 (不 含 命 题 
变量 ), 并 且 适 合 : 4 恒 真 当 且 只 当 B 恒 真 , 
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证 明 ”为 叙述 简便 ， 用 一 个 有 代 圾 竹 的 特例 4 RU BTS 
法 。 《一 般 情 六 完全 燃 似 ,) 

设 .4 中 出 现 3 个 命题 变量 p, 9,+; 2 个 谓词 变量 已 ,G ， 捧 
变 元 数 各 为 1, 4; 7 个 自由 个 体 变量 …',xs。 4 可 以 记 为 
ACP, 4,73 Fl, Gts x15 *** > Xo). 

i， 任 取 5 个 不 在 4 中 出 现 的 互 异 个 体 变量 ny …，%- OF 
处 的 5 是 反映 4 中 命题 实 量 及 谓词 变量 的 总 个 数 )， 再 取 一 个 5 
元 谓词 变量 古 。( 此 处 的 5 是 反映 4 中 谓词 变量 的 最 高 变 元 数 加 
1,B) max(1, 4) + 1.) 

FA HP (ty, tis tis tis 41), HC ta, thay tas tas 2), H°(ts5 ts, 
ty, ths, ths) 及 H°( uy, thay ty try —), Hts 一 ， 一， 一 ， 一 ) (一 
代表 空位 ) 分 别 代 换 4 中 的 pb, qg, 7 RF, GY, 得 到 合式 公式 B, 
可 记 为 BCAAs my, +55 Ms, X19 ts tn), 

2, ie 4 恒 真 ,证 8 恒 真 . 

任 取 一 非 空 案 S. FAs 上 任 一 5 元 谓词 及 及 SS 中 任意 元 素 
co 05 0 (不 论 同 异 ) 分 别 解 释 B 中 的 于 及 自由 个 
体 变 量 ty M55 Xi 以 下 以 I, 记 这 种 解释 方式 . 

fst, FAS 上 由 得 出 的 1 元 谓词 (es a4, %, 04, —) 及 
4 元 谓词 W(@s, 一 , 一， 一， 一 ) BRR AAS FRG; 用 0 
元 谓词 CRNA) (a, a1, ou， O15 1), Woz, O25 O25 Bry Oy) 
Bo oo mo) 分 别 解释 4 中 的 bp， 7, 3 HERA Bas +++ Bn 分 
别 解 释 4 中 的 自由 个 体 变量 nes re. 以 1, 记 这 种 解释 方式 . 

易 见 , B 在 解释 1, 下 的 信 等 于 4 在 解释 1; 下 的 信 . 但 题 设 4 
恒 真 ,所 以 , BEL 下 的 值 为 真 、 再 由 五 的 任意 性 即 知 ,3 恒 真 . 

3. i BIRR, iE ABR. 

设 N 为 正 整数 集 ， AN, 上 人 和 任 一 工 元 谓词 四 及 任 一 4 无 谓 
词 O' 分 别 解 释 和 4 中 的 F! 及 G'; 用 任意 真 假 值 0725 93 分 别 解释 
4 中 的 p, 9,73 FAM, PEER 2 PRA, + 8, (不论 间 异 ) 分 
别 解释 4 中 的 自由 个 体 变量 .以 五 记 这 种 解释 方式 ， 

同时 ,根据 六 如 下 定义 N 上 的 5 元 谓词 4: 
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A’(1,1,1,1,1) = 1, A°(2,2,2,2,2) = 0, 
sl (3,3,3,3,3) = v3; A'(4,4,4,4,1) = Pb'(7), 
(对 一 团 i€ 和 Ni); A(5,i,1,X,1) = @'(i,1,,1)，( 对 一 切 
1,1,k,l € Ni) ;其 他 4 (712) 的 真 假 值 任 意 规 定 ， 
用 省 解释 B 中 的 HP SHER 1, 2，3，4，5 及 8,B。 分 别 解 
释 B 中 的 自由 变量 5 及 tr LAT, 记 这 种 解释 方 
AMAT, FRIST BEI, FAA. (BBR B 恒 真 , 所 
以 ,4 在 1 下 的 值 为 真 。 再 由 N 上 解释 1; 的 任意 性 可 知 ，4 在 
N, 上 恒 真 。 再 由 谓词 演算 中 的 Liwenheim PRAIA, AHR, 
(证 毕 ) 
引 理 4.2 由 1 阶 谓词 演算 中 每 一 个 不 含 命题 变量 并 且 只 含 
1 个 谓词 变量 的 合式 公式 B， 可 用 一 个 能 行 的 方法 得 出 一 个 合式 
AKC ,使 C 不 含 命题 变量 ,只 含 一 个 2 元 谓词 变量 ,并 且 适 合 : B 
恒 真 当 且 只 当 C 恒 真 . | 
证 明 用 一 个 有 代表 性 的 特例 B 来 说 明 C 的 作法 . 
设 8 中 所 含 的 谓词 变量 为 4 元 的 H', 所 含 的 自由 个 体 变量 为 
1， 任 取 (4 十 1) 十 4 一 9 个 互 异 的 且 不 在 B 中 出 现 的 个 体 
变量 ui, +++, Ms, 2 ,v4; 并 任 取 一 个 2 TBS BPC 
简 记 作 F),S Gln, …，z) 代表 下 列 公式 : 《以 下 简 记 作 (3w… 
tts ) 9p(x zx My * 5 %).) 
《3x…、 = tts) CF (usw) \ F (ur, ts) A F (43, #4) 
N F (ty) NF(ussu) A F(ti501) Ao ++ A Fas 0%) 
\ “VF (04502) ATF (22,43) A TF (05, 44) A TF (0454s) 
ATF (41,4) A F(us,%)). 
把 B 中 每 一 H'(&, “Ss 54) 都 换 为 相应 的 Gi, ie 54) ,得 到 合 
RAK C, 
2. KBR CHR. 
任 取 一 个 非 空 集 5, HERS 上 一 个 2 元 谓词 9 解释 CHA F; 
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任 取 S 中 个 元 素 a, +++, a, (不 论 间 异 ) 分 别 解释 C 中 的 自由 变 
ry +5 Xp, 记 此 解释 为 I, 

在 此 解释 下 ,G(w，.…，mw) 成 为 8S 上 一 个 4 元 亩 词 。 由 ? 恒 
真 及 8 与 C 的 关联 可 知 , C 在 1 下 为 真 ， 再 由 1 的 任意 性 则 知 ， 
C ti, 

3. CEH, IE BIER. | 

设 Ni 为 正 整 数 集 . 用 N 上 任 一 4 元 谓词 @8 来 解释 B 中 的 
H'; 并 用 Ni HERR Pay, ++, as( 不 论 同 异 ) 分 别 解释 B 中 的 
自由 变量 x,……, x。。 记 此 解释 为 1. 

同时 ,利用 @ 如 下 定义 N: 上 的 2 元 谓词 :将 全 部 正 整 数 4 维 
向 量 依 分 量 和 及 分 量 间 字典 顺序 排 成 一 无 限 序 列 : 

PO C1, 1,42) A 14259954014 2,151)5023 lel, 8); 


(1,1,1,3),(1,1,2, 2), (1,1,3,1),(1,2,1,2),-, (1) 

在 此 排 法 下 ,第 i 个 向 量 的 分 量 易 见 都 二: (i =1, 2, 3,.…………。 ). 

(i) 当 a€ Ni 不 为 5 十 1 形状 时 ， 令 下 (ae，a) = 1; CRA 
“真光 一 12， 3，… :下 间 . ) 


Gi) @(SR +1, 5k + 2) = OOK + 255k + 3) =H OR 十 3， 
Sk 4) = w(5R + 4,5k +5) = U(SR+5,5R +1) =, 

Git) AC) BARS A Cag, Gyr, Gass Gud, & 下 (54 十 
十 lay) = BOR + 2,442) = DSR 十 3,4) =O (SR + 4,44) = 
1 并 令 TSR A 5, Gy) =—OCaus ai 2 G pa). (Aap 二 十 1 二 
5 十 1 < 玖 十 5, 易 见 ,此 条 与 以 上 各 条 不 矛盾 .) 

Gv) 对 其 他 4a, bE Ni, 令 亚 (a, 6) = (GRR RK”). 

现在 证 明 : AY RE GC, «++, v4) BY FIN, MERE Re 
Ni 都 有 G(ansar, Qk39 ays) = @(cii， Bpry CA39 ays). (Bi: G 与 @ 
成 为 W 上 相同 的 谓词 .) 

3.1, Fi (ahs Gers ay 4) = LL 

Mia = Skt 1, ss, SRS. WH ENA: 

O(a, zt) = U(Skt+1, 5k+-2)—2; AB, Ola, ws) = 
D (135%) = 0 (us 4s) = WH) = 3 
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JH w(es, 4) =ulu,, 5 二 1) 一 上 APSF LOA Bar, 
Gh3 3 2has FOC FA (6) sicher 
= 5h +5, (7) 
从 而 ,再 由 (6) 的 来 历 可 知 .在 (5) 中 必 有 ww = 5h 十 4, 从 而， 再 
由 (5) 的 来 历 可 知 , 在 (4) 中 必用 = 5h + 3, 
由 (2) 有 wa, an) 一 和 (5 十 1，cai) 一 上 BAPE 
Rl, ay 一 54 十 2 或 ah， 但 车 ay = 5A + 2, WO) 有 := 
WW (ay, 2) = TB(5h + 2, 5h + 2), 此 与 更 定义 不 合 。 BG 
Gyan. 
由 《2) 有 (wi， ay) = O(5h + 2, dh) 一 !。 再 由 亚 定 义 知 ， 
a 一 54 十 2 或 54 十 3 或 sw， 但 车 ap = Sh + 2, SN (2) 有 
t= (ay, ) = (5h + 2, 54 十 3)， 此 与 下 定义 不 合 . 老 
xia “5 二 3 ， 则 由 (2)， 有 :一 “(arms “,) = (5h+ 3, 
5 十 3) WHEE MAG. BY ay = Gar 
由 (2), 有 (Ww, ays) = DOA + 3, Ay) me, A VE Al, 
ao 一 5 十 3 或 5 十 4 或 aa。 再 仿 上 讨论 可 知 必 有 ab 一 Gs. 
由 (2)， 有 W (455254) == (5h + 4, ps) = 7, BELT BA 
知 , 必 有 ak 一 Ghee 
由 以 上 知 , (aus Let @ pa) = (ams °*'s an), A kmh, 再 
FA AYE MO (7 ) 及 (2), 即 可 得 
(aun, "……， ay) = (5k +5, dy) = W(54 + 5, ay) 
== (5,041) ae A | 
3.3, 由 3.1. 及 3.2, WA, SRR GH FR, GRAN 
上 与 @ 相同 的 4 元 谓词 。 因 而 ,由 了 3 与 C 的 关联 可 知 , 当 用 @ 解 释 
B 中 的 磺 , 并 用 亚 解 释 C 中 的 下 后 ，3 与 C 也 成 为 W: 上 相同 的 ” 
元 谓词 。 改 由 C 为 恒 真 以 及 N 上 4 元 谓词 @ 的 任意 性 可 知 ，3B 
在 Ni 上 恒 真 ， 再 由 Lowenheim 定理 即 知 , BIER. GIL) 
定理 4.3 设 F 为 一 2 元 谓词 变量 ,以 Tir 记 1 阶 谓词 演算 中 
只 含 谓词 变量 F( 不 含 命题 变量 ) 的 信和 真 公式 的 全 集 , WM 是 不 可 
FUE RY. 
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证 明 ”由 谓词 演算 的 不 可 判定 性 及 以 上 二 引 理 即 知 .( 证 毕 ， 

上 定理 表达 了 谓词 演算 判定 问题 的 一 种 化 约 , fl 称 为 一 个 化 
约 类 ， 

谓词 演算 的 判定 问题 ,还 可 按照 合式 公式 中 《化 为 前 东 标 准 形 
后 ) 前 束 词 的 形状 作 进 一 步 的 化 约 。 关 于 这 方面 的 介绍 ,可 参看 文 
献 124] 及 其 中 所 引文 献 。 (另外 ,这 方面 最 近 的 一 个 重要 结果 见 文 
献 [25].) 


$5 偏 序 理论 的 不 可 判定 性 


本 节 将 证 明 偏 序 理 论 的 不 可 判定 性 。 为 此 , 先 给 出 下 列 的 构 

作 ， 
. 设 记 是 整数 集 T 上任 一 2 元 关系 ， 现 在 , HF THAT EL 

定义 另 一 个 2 元 关系 G ,使 : 

甲 。G 是 一 个 严格 偏 序 关系 。( 即 ,对 任何 *,y, 2€1: (i) 藻 
Gry RA Gyz 真 , 则 Gxz 真 ;(i) 若 Gey 真 , 则 Gyx 假 . )( 通 过 利 
用 等 号 , 习 知 严格 伪 序 一 与 普通 偏 序 委 可 以 简单 地 互相 定义 .,) 

乙 。 由 C 能 反 过 来 一 阶地 刻 划 F. 

G 的 定义 如 下 : 5 

将 工分 为 以 6 为 模 的 剩余 类 {0}, {1}, …, {5}。Guv TH 
些 偶数 ”及 奇数 ” 成立。 分 述 如 下 ， 

Owe {O}, ve {Ip RT. 设 x 一 6r,y 一 6 +1, Wi: Guo 4 
HRAF,. (I: 当 且 只 当 Frs BN, > Guv 真 , 以 下 仿 此 ). 

O,. wu€ {2},v€ {3} NM, Gay 当 且 只 当 v 一 ww 十 1 或 一 5， 

O,. #€ {2},vE {1} ih, Gee 4A RY ma — 1, 

O,. € {2}, ve {5} ht, Guv 当 且 只 当 > 一 2 十 3 

O,. wkEt4jyoekcfl51 时 ,Guy 4BR4o eu t+ 1, 

O,. w€ {4}, ve {3} 时 , Guv 当 上 且 只 当 ys 一 wu 一 1. 

O,. uw € {4}, 0€ {1} Bt, Gav 4A RY me + Ou 十 3,t 一 * 
3 或 xx 一 9， | | 
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De 1 € {0}, 7€ {5} It, Gue 当 昌 只 当 v 一 十 5。 

O,. wELO}, cE {3} 时, 设 4 一 Ow, 再 分 6 MAI, 

we {i} if,Gay 4B RA4v se wt+ l4,wt+8ywt2,0- 
4,w 一 10 或 w — 16(6 744), 

we {2} it, Gav 当 且 只 当 oa wt+ 19, ew +13, wo +7, 
wtellw—5,--+m w — 23 (8 VB). 

we {3}, Gao 当 且 只 当 v = 二 ww 十 12,w 十 6,w,w 一 6 或 
w 一 12 (5 个 值 ). | 

wel4sit, Guy YB RY = wt 23, w+ 17, w+ 11, 
w+ 5,++ +R w — 31 (10 个 值 ). 

we{5sitt, Gus 4B RY eo = w+ 28, wt 22, w+ 16, 
w+ 10,… 或 w 一 38 (12 Ma), 

we{O}t, Guo 4B RY vo = w+ 39, w+ 33, w+ 27, 
w 十 21,++ Be w 一 39 (14 MA). | 

G 的 定义 至 此 完成 ， 下 面 给 出 一 个 示意 图 。 (以 x 一 表示 
Gxy MZ.) 


+ oP" 
SO nv ~ 
S'\ ~ 
\ x, 


{0} Su < u=6rvm=br+l H Fre > s@{) 


& 
Xs 3 ce 
a 
/> 4” 
* 4 x9 
x? : 
v0 : 
v > Ny 
4 | at 
+ JS 
(4} 3 w+ ~j ve {5} 


显 见 ，G 是 一 个 偏 序 关系 。 现在 由 G 出 发 , 逐步 用 一 阶 概念 
(不 用 等 号 ) 将 下 刻 划 出 来 ， 

SFR 5.1 对 任何 x,yE1,x 一 y SAY (V2) (Gez<>Gyz) 
\ (Gzx«<—Gzy)), 

证 明 1. Bx —y WW (vz)(---) 成立， 

2. ix y. 分 情况 讨论 ， 

21. xr, yeE{0} 时 , 令 z 一 zx* 十 5( 关 7》 十 5), 则 由 Oos 知 ， 
Gaz 真 ,而 Gyz 假 ,所 以 ,(Yz)(:…) 假 . 

2.2. 当 x€{0},y€E1{f1l} 有 时 , 令 z 一 x 十 5, WHOM, Gre 
真 ;, 但 显然 Gye 假 , 所 以 (vz)(.…) 假 . 

2.3. 4x€ {0}, ¥€ {2} 时 ,由 O 知 ,至 少 有 5 个 ze{13}， 能 
使 Gxz 真 ,但 由 0,; 知 ,只 有 2 个 x& {3}, 使 Gyz 真 ， 所以， 易 见 
(VYz)(.…) 假 ， 

2.4. 对 其 他 各 情况 ,都 可 仿 上 讨论 璀 知 ,人 (Yz)(`…) BR. 《证 
毕 ) po 
引 理 5.2 对 任何 x €17: 

Ci) x € {2} 等 价 于 “ 恰 有 4 个 适合 Gry”, 

(ii) xe {5} 等 价 于 “ 恰 有 3 个 ?适合 Gyx”. 

(iii) x€ {3} 等 价 于 “ 恰 有 2 个 ?适合 (7e{2} 且 Gyx)”， 
(iv) x€ {4} 等 价 于 “ 恰 有 1 个 y 适 合 (y€ {3} 且 Gxy) 
(v) x€ {1} 等 价 于 “x&{5}， 并 且 恰 有 1 个 适合 (ve {2} 
且 Gyx)” 

(vi) x€ {0} 等 价 于 “x&{1} 且 … 且 x&{5y”，, 

证 明 由 G 的 定义 易 见 (参看 G 的 示意 图 .)( 证 毕 ) 

LAF FA “gr(x1,* … 3 ) 一 简 记 表示 下 列 含意 的 任 
—@RAR: “Or RED 并 且 (%，- …， 少 互 异 ) 并 且 
(CCxiy:V …. V Greys V Gyn Vee V Gyix,) 并 且 … 并 且 (Gry, Ver 
V Gay, V GY rn VV Gy,x,) 并 且 (Vz)(((z € {r})A (Gxiz Vo 
V Ga,z V Gzx, Vos V Gex,)) > (2 = yiV Vz = y)), 

引 理 5.3 ”对 任何 x*,ze1: (26x Ax € {1)) 等 价 于 (x € {1}) 
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A (3y) (Cae) 一 AG 867) = m)A Gann) (a 
(21582) 一 为 为 为) 和 人 (3z +26) C8s(i1 5 Ya9 Yn) a9 77986) A (ay, 
Ye) Cerles, 25 26) = Vy ot Yo) \ (Bar so) (gy se, 
11) = (3s ta) A (@sC2) 07 29))))))). 

证 明 1 若 (xE {1)) 人 (3y)(…) 为 真 ， 则 xE {1}, 并 且 存 


FEY, Vis Vas "*% 5 Vas 215 Za °° *5 zm € 1 ,使 (g(x) =Y), (gy) = 
215 2), -++, (g,(2) = 27, Bey Zn) 都 成 也 ， 

由 (8& (xs) = y) RAE LAA: ¥ € {2}, 并 且 (GxyV Gyx) 真 ， 
并 且 {2} 中 无 其 他 xz 能 使 (GxsV Gzx) 真 。 由 此 及 x*E1{1l} 及 G 
的 定义 知 , 必 是 Gyx 真 ,从 而 

7 一 xz 十 1. (¥) 
由 (gs(y) 一 ?1，z1) 及 其 定义 仿 上 讨论 可 知 : a, 2 € {3}, 
si 关 2 并 且 ,Gyz1, Gy, 都 真 。 所 以 ，( 用 集合 记号 ) {424,23} 一 
ty 十 1,y 一 5}, 再 由 (1), 得 
ee CO) te 24} (2) 
由 (82(z15 22) = N15 920%) 仿 上 讨论 ， 可 得 in, 2, nh= 
= to /We i 1} ,再 由 《2) ,得 

{15 29 Wp {xt 7,e +1, % —5}, (3) 

由 (gC, ¥25 Vs) 一 235 ，26) 仿 上 讨论 ,并 用 (3), 可 得 
{zs %} = {x 十 8,x 十 2,x 一 4,x 一 10}. (4) 

由 (gs(z3， ,26) = Me's WI 仿 上 讨论 , 并 用 (4), 可 得 

{y= {tr 二 13,x 十 7,x 十 1,x 一 5,x 一 11}. (5) 

由 (gs ,8) ™ 275 °° *» 212) 仿 上 讨论 ,并 用 (5)， 可 得 

farses ty me {ae tb 14,7+ 十 8,+ 十 2,x+ 一 4,x 一 10， 

x — 16}, | (6) 

由 (gs(z) = 27, °°°, en) 仿 上 讨论 ， 并 注意 x € il} 及 (6)， 
可 知 z€{0}), 并 且 2 一 6z。 所 以 ,(z = 6x 八 xE {1}) AR. 

2. RZ, (e=6x Axe {1}) 为 真 ,参照 1. 中 的 (1) 至 (6)， 
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适当 取 Vs Vay °° % Ja Bry °%%5 212, Ail A] Rl (x € (IPA CC ++; 
AK. GE) 

引 理 54 RE re, eel: (2m 6x Axe {2}) ST (x€ 
{2}) MN Ganz.) (C5) = 23, 22) A (3y1 9293) (C8221; Z2) 一 Vis Vas 


Ys) 人 ( 习 z 26) (BN 5 Ya Ys) = 23507" 926) \ ya ¥e) (Calas 
36) = aye Vs) A (Az, - zn)(( 83(%,, 2885 Vs) = 2 
(Bys-+ +915) (gal 7506+ 520) = Yoo" 9s) A Bev 2) (Bs “2 
Jy) 一 aa 入 (BC = 2)))))))). 


TER 仿 引 理 5.3. 


引 吾 5.5 ”对 和 任何 x，z€《 1: (以 下 诸 “---” 部 分 由 读者 仿 上 
自行 补 出 .) 


Ca = 6x Ax € {3}) 等 价 于 (x€ (3}) Aan) (Ca) 一 rn» 
Ya) N (Beazazs CC Bsr Ya) = 21 Bay 25) A CBs Ye) C82 21 22928) — 
¥s5°°* Ve) MN (Iz “zs)( (8s, 6) 一 04 BIA (8(2)= 
5 5) 7 7。 | | 

(a = 6xAx€ (43) 等 价 于 Ce (4 AGG) = A 
(3n) Cad) = Ys) A anes) (gy ) = 21 522) Na3yyy,) Caer » 
$3) = Yas Yar Ya) NM Base + + 26) (BN, yy) = zs 00s a) NS 
“QD. 

(z = 6rAx€ {5}) 等 价 于 (x € AG) (a@ = VA 
(Baz) (a0) 15%) A———)). 

(z 一 6x Ax € {0}) SOF Ge LO) AGNICE@=N NG 
%1) (CeaCy) = ya) A CSeiz2) (Ces) 一 215%) A———))), 

证 明 仿 引 理 5.3. 
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引 理 5.6 对 任何 x, zec7: 
(z 一 6x) SHPF (2=6x Ax € {0}) Ve V (2 =6x Ax € {5}), 
(z = 6x4 + 1) 等 价 于 (39) (Cy = 6x) A (Ba) (Cs) =a) A 


(S21) (CC 21) = zz) A (gC 22) = 2 )))). 

证 明 易 见 . | 

引 理 5.7 对 任何 x*, ye 1: Fry 等 价 于 (S222) (2, =6r A= 
6y + 1A Gay,z2), 

证 明 易 见 

由 以 上 引 理 5.1 至 引 理 5.7 可 见 , 可 以 写 出 一 个 只 含 1 个 2 元 

关系 符号 R( 不 含 等 号 ) 的 合式 公式 H(x, y)， 使 对 于 整数 集 了 上 
每 一 2 元 关系 FF 而 言 ， 当 用 与 F 相 应 的 偏 序 关系 G 解 释 HC, y) 
中 的 R 时 ,HH(x, y) 与 Fry Str. CBN: 对 任何 a, 6 € 1:; HG, 5) 
真 当 且 只 当 Fab 真 .) 
”定理 5.8 设 4 为 任意 一 个 只 含 1 个 2 元 关系 符号 S (不 含 等 
号 ) 的 合式 公式 , 则 可 由 4 能 行 地 作出 另 一 个 只 含 1 个 2 元 关系 符 
号 R( 不 含 等 号 ) 的 合式 公式 了 38， 使 : “4 为 忆 真 公式 ” 当 且 只 当 
“B 对 每 一 集合 上 每 一 偏 序 关系 都 真 ” 当 且 只 当 “B 对 整数 集 了 上 
每 一 偏 序 关系 都 真 ”. 

TA 在 4 中 将 每 一 个 Sxy 形状 的 子 式 都 换 为 Hey) CR 
换 前 可 将 互 中 的 约束 变量 作 一 些 必 要 的 改变 )， 得 一 个 合式 公式 
B, | 

1. 若 4 和 恒 真 ， 则 易 见 8 恒 真 。 特别 地 , B 对 每 一 集合 上 每 一 
偏 序 关 系 都 真 ， 

2. 若 B 对 每 一 集合 上 每 一 偏 序 关 系 都 真 ， 显 然 , B 对 了 上 每 
一 偏 序 关 系 都 真 . 

3， 若 BB 对 IT 上 每 一 偏 序 关系 都 真 。 RA AAR, WA 
Léwenheim 定理 知 ，4 在 工 上 不 恒 真 ， 因 而 存在 工 上 的 2 元 关系 
F@4U FRR ADS SI 4A. Bk, F 依 前 述 方法 构 
作 了 I 上 的 偏 序 关系 GCG, 当 以 G 解 释 B 中 的 RR 后 , H(x,y) 与 Fxy 
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等 价 , 从 而 易 见 ,此 时 下 也 为 假 ， 与 题 设 矛盾 。 MUABH. GE 
毕 ) 

定理 3.9 Ho = {<} 中 的 语句 (Weyz)((x<yANy<z)> 
x<2z)A(Wey(x<yr> Ty <x) ED PERDAES SH 
”理论 0 是 不 可 判定 的 。 因 之 ,由 上 述 公理 在 经 中 生成 的 理论 I 
( 含 等 号 , 称 为 偏 序 的 理论 ) 也 是 不 可 判定 的 ， 

， 证 明 ” 由 1 阶 谓 词 演算 的 不 可 判定 性 及 其 化 约 理论 (5 4) 可 
知 ,对 于 定理 5.8 中 所 说 的 那 一 类 语句 A, 不 存在 能 行 的 方法 判断 
每 个 4 是 否 恒 真 。 由 此 及 定理 5.8 即 知 ， 了 ( 因 之 丈 ) 不 可 判定 。 
(证 毕 ) | 

注 ”本 节 取 材 于 文献 [26]. 


$6 一 些 不 可 判定 的 数 环 


令 儿 一 ! 寺 ,0,1)。 由 定理 2.1 已 知 , BRK v=, 
+,°,0, 1) SHWRSB 7 是 不 可 判定 的 ， 我 们 简称 此 
BH: 整数 环 ( 简 记 为 1) 不 可 判定 ， 

A Gamfat bisa, BET}, J = lat b/ 220,b€1}, 本 节 
在 了 不 可 判定 的 基础 上 证 明 :，Gauss 整数 环 G=(G, +,°,0,1) 
及 二 次 数 环 FA 一 (J ,十 …, 0, 1) SHES 中 的 完全 理论 Tc 及 
T, 也 都 是 不 可 判定 的 。 简 称 为 : 二 次 数 环 G 和 J 都 是 不 可 判定 
AY. 

现在 先 讨 论 G。 BMS 中 的 某 些 合式 公式 临时 引进 一 些 简 
Wk. kre, ?为 任意 的 个 体 变量 , 令 : 

tly 代表 (3z)(y = xz); (其 中 ，= 为 二 的 简 记 ，z 为 任 一 不 
AF x, y 的 个 体 变量 。 以 下 仿 此 .) | 

xAspy 代表 (Vz)(zlz 一 (sz1I1Vyis))ACz < 0); 
xPowy 代表 (3z)(zAspy 人 (x =zVr= ytVr = pet Ve= 
yr2*)); | 
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Inte fies (Wy) (S24)( yPow3—(2Powll A 3x 十 1 一 sz 十 2 

SIBGL je Pel eGR, MECH. xAspp RICH 
外 当 * 45 PAPE ATE fz* (A DS 0) 相伴 . 

证 明 ”SG 为 欧 氏 环 , 故 知 其 中 素 因 子 分 解 的 唯一 性 定理 成 立 ， 

1, 45 * Spt A, WI x apt 形状 (a 为 G 中 单位 ), He 
A) GY Be FESS RE — HEM, x Aspp 成 立 ， 

2. RZ, xAspp 成 立 , 则 x 0, HAH (Vz)(-++) RI, 
的 每 一 素 因 子 z 都 适合 blz, 从 而 ，z 与 9 相伴， 由 此 知 ，z* 与 
的 一 个 方 桥 p*(* > 0) 相伴 。( 证 毕 ) 

引 理 6.2 Pe 了 为 G 中 素数 , 则 在 G 中: xPowp 成 立 当 且 
从 当 * 是 请 的 一 个 非 负 方 守 大 

证 明 1. ee = pt, AK me 4h, Dz = p*, il] zAspp 成 立 ， 
Box = 2 成 立 , 从 而 xPowp RI. BR = 4h +1, 42—P', Il 
zAspp jkr, Hox = psi 成立, Mili, xPowPp Mi. Bk — 44 + 2 
BK 4A + 3, HHL, ERA xPowp 成 立 ， 

2, RZ, ik *Powz 成 立 。 则 由 此 式 定义 知 ， 存 在 zeG 使 
C+) 成 立 ， 所 以 ,zAspp 成 立 , 从 而 , 由 G 中 单位 只 有 +1, +1 
及 引 理 6.1 可 知 ，z 为 +e Rt 形状 。 再 由 (x 二 ztV:.:V 
x= pz") 成 立即 知 , 为 p* 形状。 (证 毕 ) 

引 理 6.3 在 G 中 : Intx 成 立 当 且 只 当 xe], 

证 明 ”由 数论 知 , 3 与 11 均 为 G 中 素数 .并 且 , 在 整数 环 了 
中 , 11 是 med3 的 原 根 ， A 对 每 一 正 整 数 《*, 11 也 是 
mod3’ ot 

. 设 x+€1. FER VEG, @ 若 yPow3 假 , 则 对 任何 xz, wk 
G mn (yPow3 一 --+) RAZ. (ii) 4 yPow3 真 , 则 由 引 理 6.2 0, 
YARAS OBR. F3r +1 SHER RHI? HRB 
Al, FFE AR |, AEE 11! = 3x + 1 (mod3*) ,从 而 ,存在 xe 1(S 
G) {8 3x4 +111) + 34u, Bz —=ll'(€G) Wa (sPow11) A 
(3e-+ l= z+ yu) 成立 所 以 ，(yPow3 一 ….) 成 立 ， 由 (i), 
Gi) BDA), Intx 成 立 ， 
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Af FRM AS MARRERM, Mn > 0,4 t+ oh > 
0 , 故 为 正 整数 。 

引 理 6.7 设 正 整数 2 为 J 中 素数 , 则 在 ] 中，xPowp 成 立 当 
HAM « Be AEA Pe. | 

证 明 1. Be = p*(《 之 0)， BSH 65,51 66 及 上 述 的 
注 及 关于 自然 数 的 4 平方 和 定理 可 知 ,*Powp 成 立 . 

2. 有 反之 ,， 设 xPowbp 成 立 . Hrer=1, Wer”, Wiz 
* 六 1。 则 有 xPowp 中 的 CrAspp A +--+) 成 立 。 由 x*Aspb 成 立 知 ， 
xz tpt 形状 多 0; 1€1)。， 由 Tot(x — 2) 成 立 知 ,x 2， 
所 以 x+= pen’, Mam, * EJ hE HER x’ = P*(y’)' 一 
六 所 一 人 起 = + phy’, WH Tot(x — 2) 成 立 及 Tot 形状 易 见 ,Tot 
(x' 一 2) 也 成 立 , 从 而 六 2。 所 以 sx = phn, 

再 由 (Yz)(Lucs > -++) 成 立 及 上 述 的 注 ， 并 念 上 段 末 句 可 
知 ,对 任何 + € 1; 

* 与 x 在 Ww +” WAM. 

又 易 证 QQ] + gt ct qr<n tat <eeeeee 
再 由 以 上 的 x,x 之 2 及 (1) 可知: *,z 共同 落 在 某 一 区 间 [Pi 十 
7 "9 3+) 4 1 FY) 中 . 又 由 于 ( 易 见 ) ith 十 it < n° 
Cf! +9), BA Pi <a, Beye <a + 9), 

由 以 上 有 一 一 了 及 一 <7’, 从 而 和 <7’, 但 a 
Fra =", Hu = 0。 所 以 = = et, GEM) 

引 理 6.8 AIH, Inte 成 立 当 且 只 当 «cl, 

证 明 ”由 数论 知 ，5 与 13 均 为 7 中 素数 . 并 且 在 了 中 13 是 
5 的 原 根 , 从 而 也 是 每 一 5*(《 正 整 ) 和 的 原 根 。 由 此 邵 可 仿照 引 理 
6.3 证 明 本 引 理 . 

定理 6.9 J 不 可 判定 . 

证 明 由 了 不 可 判定 及 引 理 6.8 易 见 . 《证 毕 ) 

可 以 证 明 , 每 一 个 2 次 代数 整数 环 R 都 是 不 可 判定 的 。 但 由 
于 在 RR 中 一 般 没 有 素 因 子 分 解 的 唯一 注定 理 ， 而 需要 改 用 素 理 想 
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分 解 的 唯一 性 ,所 以 , 在 不 可 判定 性 的 证 法 上 上， 与 上 述 定理 6.4 及 
定理 6.9 MURA ARIA. eG] BA aR 271, 
注 AURIS 7 取材 于 文献 [271, 


$7 域 上 多 项 式 环 的 不 可 判定 性 


& AH ={+,-,0,1}, ¢N= (NV, 十 ,*,0,1) 为 自然 数 系 
(NN 为 自然 数 集 )。 由 于 整数 环 可 以 用 自然 数 系 以 习 见 的 方式 来 定 
(Bl; 把 整数 看 作 自 然 数 价 的 等 价 类 并 利用 自然 数 的 十 ,* 运 
算 来 定义 整数 的 +, - 运算 ), 所 以 , 由 整数 环 的 不 可 判定 性 易 知 ， 
NES 中 的 完全 理论 也 是 不 可 判定 的 .简称 为 : 自然 数 系 N 不 
可 判定 ， 

在 本 节 中 , 我 们 将 利用 入 的 不 可 判定 性 来 证 明 ， 每 一 域 f 上 
n RE TCH, °°, ar 的 多 项 式 环 R 一 Fla, --+,0,) (» ES) 
在 多 中 的 完全 理论 都 是 不 可 判定 的 ， 为 此 ,临时 引进 oY 中 的 一 
些 简 写 、 设 +*, 7》 为 任意 的 个 体 变量 , 令 ， 

x|y RR (3z)(y 一 xz); (其 中 = 为 三 的 简 记 ，z 为 任 一 不 同 
Fx, 》 的 个 体 变量 ,以 下 仿 此 .) 

xAspy 代表 (Wz )(z| 4 — G2] 1V9tz)) AG & 0); 

xPowy 代表 (rAspy) ACy — Ife — 1); (其 中 的 一 "也 是 & 
中 含意 明显 的 简写 . ) 

Prix 代表 (x # OVA CHH1) A (Vy2) Cel yz 一 (zyVxlz))。 

引 理 7.1 Ape RE Prip Wey, We’, p, PPa-s+ 互 异 . 


证 明 假若 有 上 关 一 训 必 盖 1 则 关公 一 1 一 0, 从 而 或 。 


引 理 7.2 Gp, x, yER  PripAx|ey 成 立 , 则 站 zxVxiy 成 

AL. 

证 明 出 xipy 知 ,存在 z€R 使 Py 一 xz, 所 以 Pixz, 从 而 由 

Prip 可 知 , Plex Mele, Bele, BH. Bele, WHER, 使 

z= pu ,所 以 py = xpu ,再 由 Pp * 0,8 Y = xa hit xy, GEE) 
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Mey Sz. AA, 


引 理 7.3 SHE PL, xe R RAR 1, Pip Axl” 成 
WZ, Wi ele Vfl 成 立 ， 

证 明 A PripAx|p* 及 引 理 7.2, 有 zzVxipz-l, Bele, G 
可 ;否则 有 Pr 这 人 Axlz:, 仿 上 又 有 PripA 和 xlz 一 ,如 此 继续 , BYU 
有 x|1. CEH) 

引 理 7.4 对 任何 p, *€ R, 3 Prip 成 立 , 则 : xAspp 成 立 当 
上 且 只 当 x 与 p 的 一 个 非 负 禹 相伴 . 

证 明 由 Prip 知 , ?不 是 域 F 中 的 常数 ,所 以 , R 中 任何 非 零 
元 * 都 可 表 为 * 一 pmu(ptxu) FER. 

1. 若 *Aspp RIL. Wile 0, x = p'u (pfu), eH xAspP 
可 知 all, 从 而 * 与 加 相伴 ， 

2. 反之 , 若 x BH ot aM, x—pto(of1), Wr 关 0。 另外 ， 
WER 2 € Ri s(x, WM pty =x = zy(yER). (i) 若 & 一 0,， 则 
eyo, 21, 从 而 Celx > (2/1 Ve l2)) 成 立 ， Gi) @k> 0, 由 
p\|pty = zy 及 Prip Hiplze Rely. APlz, Mi (…) 成 立 ; 否则 P| 


y,y 一 py, 由 上 有 p+-'v 一 oy, 此 时 可 仿 上 继续 讨论 , 有 限 次 后 
即 见 总 有 (…) 成 立 。 所 以 ,Asp 成 立 。 (证 毕 ) 


引 理 7.5 对 任何 p,x€ R, & Prip 成 立 , 则 : xPowp 成 立 当 
且 只 当 * 是 ?的 一 个 非 负 需 . 

证 明 由 Prip 知 P&EF, 从 而 ?一 1&F. 

1， 若 xPowp 成 立 。 则 由 此 式 定义 及 引 理 7.4 Ax 一 p"u(x| 
1)。 又 有 ?一 1ix 一 1 Ble — 1lere — 1 = (6° — 1)u+w—l, 
从 而 ,P 一 1lw 一 1， 再 由 一 1&F 及 w&EF 可 知 ,w 一 1。 所 以 
x 一 pr". 

2， 反 之, 若 x 一 加 。 则 由 引 理 7.4 知 ，*Aspb 成 立 ; 又 显然 ， 
有 一 1|x 一 1。 所 以 ,xzPowz 成 立 . GE) 

引 理 7.6 MHEG p< RA Prip Riz, 则 : 对 任何 自然 数 ， 
1,|? 当 且 只 当 欠 一 1 一 1 

WA 1. GAB et — ile 一 1. 
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2， 反 之 , 设 欠 一 1 一 1。4) Bk—9, Met*—-1— 9, 
PP 一 1 一 0,1 一 0, 所 以 kl。 (ii) 藻 和 > O, SlHkgtr Os 
7 之), 则 pt 一 1IP — l= pps — 1) +e — 1, Win et — 1 
"一 1; 但 由 Prip Pk Fm Kk AL —1 = 0,7 = 0, 所 
VAR, GEH) 
定理 7.7 任 一 域 F 上 的 多 项 式 环 R= Fla, +++, cs] 不 可 
判定 。 


证 明 1. RK 中 存在 bp 能 使 Prip ew. 例如, 每 个 m 都 可 充 


2. 在 自然 数 系 名 中 ， 运 算 : 可 以 用 十 及 | 一 阶地 定义 ， 例 
如 : 先 用 十 及 | 定义 相 邻 二 数 的 乘积 《*.《* 十 1) 如 下 : 

n 一 《人 (人 K 十 1) 当 且 只 当 (Vm)(n| mol mAk+1\m)), 
再 用 此 种 乘积 定义 一 般 的 乘积 4《.! 如 下 : 

n 一 和 1 当 且 只 当 (REI) API + IHR A+ I+ 
2. (i+ 1) + 2a, 

3. ERS 中 一 个 语句 p, 依 2, 将 9 改变 为 一 个 用 十 及 | 表 
示 的 命题 pi, 则 易 见 : | 

Nep 当 且 只 当 Key, (1) 

再 对 gp 作 如 下 改变 : 同时 把 一 切 0 改 为 1, 把 一 切 1 改 为 ， 
把 一 切 十 》 改 为 > y， 把 一 切 x1y 改 为 + 一 11y 一 1， 把 一 团 
(Vx)(…) 改 为 (Vx) (xPowp 一 …')， 把 一 切 (ar) C+ RH 
(3x)(xPowP 八 …-)， 这 样 得 到 一 个 用 RBs — lly — 1 RAN 
的 且 含 自由 变量 ?的 公式 gp). 

再 令 p: % (SP) (Prip M\ pa(p)). 

4. 现在 证 明 : NEp 当 且 只 当 RES, 

4.1. Sonal, (nen), WHAM, 是 由 NN 到 R 内 的 1-1 
对 应 , 并 且 Neen, 十 12 一 1; 当 且 只 当 REo(n,) :ao(m) 二 a(n,). 
又 由 引 理 7.6， 有 负片 m1n; 当 且 只 当 REa(n) 一 11o(n2) 一 1. 

由 此 及 以 上 gp 与 ole) 的 关联 可 知 ， 若 Fo， 则 RE 
p(n), 再 由 1. ARE, 再 由 (1) 即 得 : A NEp, il] RFs, 
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4.2. 反之, 若 RFo。 则 存在 re R， 使 PrirA qs(7#) RW. 
So: zn 一 x"(nEN)， 则 仿 4.1 We, Ney, Bal), We 
NE, 
5. 由 4. 及 和 的 不 可 判定 性 即 知 , RAW AE. 《证 毕 ) 
当 域 的 特征 数 为 0 时 ,NN 可 以 看 作 F 的 子 集 , 此 时 上 述 定理 
可 以 较 简单 地 证 明 如 下 ， 
令 : 
Conx 代表 > 一 0Vxril; 
Natx 代表 (34uv)( WConu Av 关 0 人 AzlyA(CY7TCCConpy Aut 
y|z) > (+t yt 1lv Vy = +*)). | 
引 理 .7.8 在 R 中 : Conx 成 立 当 且 只 当 EF, 
证 明 显然 . 
引 理 7.9 在 R 中 : Natx 成 立 当 且 只 当 x&N， 
证 明 1. Gee N, 在 KR 中 取 a 作 为 w, 取 a* (atl): 
(a 十 x*) 作 为 v, 则 ww,v 适合 Natx 中 的 (“1Conu 人 入 :…)， 所 以 ， 
Natx 在 R 中 成 立 . | 
2. 反之 ， 设 Natx 在 RR 中 成 立 ， 则 存在 x,vE€R 使 (| 
ConufA-++) 成 立 ， 由 一 Conx 知 z 非 常数 ， 从 而 w,w 十 上 , 十 
2 .……: 均 非常 数 ， 并 且 由 下 特征 数 为 0 可知 其 两 两 互 素 ， 再 由 
ys ODM, Hu,sutl,wt2,--+:- 中 只 有 有 限 个 能 整除 ". 
再 由 «lo 可 知 , 有 一 自然 数 ”, 使 "十 ly 而 “十 ”十 ite, 再 由 
(Wy)(--+) 即 知 ,” =x, Pte N. GE) 
定理 7.7( 当 F 特征 数 为 0 时 ) 的 另 一 证 明 : 和 任 取 中 一 语 
Ap. 把 9 中 最 词 对 Nat 相对 化 ， 得 语句 q*。 由 引 理 7.9 易 见 ， 
REeo* 当 且 只 当 FE9。 故 由 名 不 可 判定 即 知 , RADHA. GE 
毕 ) 


$8 基本 引 理 的 证 明 
BS 是 任 一 个 至 少 含有 1 个 访 数 符号 及 1 个 常量 符号 的 可 
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数 语言 。 和, By, Bayes eee 是 经 中 任意 取 定 的 可 数 无 限 多 个 互 蜡 
的 不 含 变量 的 项 。( 由 关于 S 的 题 设 可 知 ,这些 2 HE.) 

RTA S 中 人 猎 一 理论 . 

在 下 文中 ,wm, 4 为 两 个 任意 取 定 的 互 异 变 量 , 有 时 各 记 为 4， 
v, 

定义 1 设 P 为 自然 数 集 N 的 一 个 子 集 。 当 且 只 当下 列 条 件 
成 立时 , 称 P 为 在 了 中 可 定义 的 。 条 件 为 : HEL 中 一 个 只 含 
1 个 自由 变量 v。 的 公式 plo) FFA 05 oa 都 不 在 其 中 约束 出 现 ， 
MEE 2 CN: Bin e Pi TH p(6.)3 ia &P, Wi TR 19G,). 

定义 2 RiB—-TANSNAN 1 元 函数 。 当 且 只 当下 列 
条 件 成 立时 , 称 1 为 在 T 中 可 定义 的 。 条 件 为 HES 中 一 个 
只 含 2 个 自由 变量 vo, vi 的 公式 plo), HA, 1 都 不 在 其 中 
约束 出 现 ,使 

(i) 对 任何 mn, PEN: 着 fn) 一 p, 则 TEg(6,80). 

Gi) WEA 9, PEN: 车 f(x) 志 2, 则 TE 一 gp(6s00). 

(iti) 对 任何 ze N: TE (W001) (pC av0) 入 o(8av1) >="), 

命题 8.1 上 一 定义 中 的 (i) 及 Gil) 可 换 为 

(i) 对 任何 26 N: TE(Vv) (gp(6.00) > = J 

证明 1. RW R Git) 成 立 ,证 (i) 成立 ， 

任 取 me N。 设 帮 m) = p,。 任 取 T 的 模型 及 其 中 任 一 元 
a, 

Ll. 车 AE gp(6, v0) [0]., (1) 


《此 式 以 下 也 记 为 SF9(5,c) ,不 致 混淆 ,其 他 仿 此 .) 由 3FT 及 
QA : 


ARPS, 8p), (2) 

HUET 及 (ii) 易 见 ,有 
WE Cp(d,,4) Ap(5.,5r,)) >a = bp, (3) 

(1), (2), 3) 易 见 ,有 
Aka = Fp , (4) 


12. RZ, (4) 成 立 。 则 由 MET 及 (i), 有 (2) 成 立 , 再 由 
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人 2) & (4), Bb C1) 成 立 。 
i.3， 由 1 及 12, 有 
UE P(8,,a)<>a = 8p, 
Bo 的 任意 性 ,有 
A Vw) (PCS, V0) +5 = 8p, 
Fe UE RE, ACER iC) = p1) 
TE (Ve) (9p(6. V0) ad vo 一 re， ). 

再 由 sn 的 任意 性 凤 知 ,(i') 成 立 。 

2.1. i& (让 ) 成 立 , 证 Ci) 成 也， 

任 取 m1, Pr € N. 设 f(m) 一 ps, 现在 证 明 TE (S., 8p, ): 

任 取 工 的 模型 。 由 (Y) 有 

WE CV 70) (PC Fn,%0) +> (vo oo 8s,)). 
从 而 有 APCs, 87,)<>5e, = Bp,。 
WA URKep(s.5,), BHUNERE, MA TE el, 5>,). 

2.2. Ue Ci’) 成 立 , 优 2.1 可 证 Git) 成 立 . GE) 

SEAS 中 的 “ 非 空 有 限 长 符号 序列 ”的 全 舍 。《〈 这 里 所 亩 
符号 , 除 5 中 特有 的 符号 外 ,也 包括 等 号 、 逻 辑 符号 、 变 元 及 括 
号 .) 由 252 可 数 知 可 数 ， 令 ?为 一 个 任意 取 定 的 由 到 自然 数 
集 N 上 的 1-1 映射 。 对 每 一 pe E,W ole) 记 9 在 下 的 象 ， 对 
每 一 "ne N, 以 c 记 ”在 9 下 的 原 象 pc-:(z). 

4 4 为 如 下 定义 的 由 N 到 NN 内 的 函数 ; d(n) 一 o(es(s)). 
(BU. 对 每 个 se NN, 依 p-! 得 符号 序列 cs, 把 es。 中 一 切 zo。 《者 有 的 
话 ) 都 换 为 5。, 得 符号 序列 e.(5,), 再 由 之 依 ? 得 d(n)。) 

令 了 为 如 下 定义 的 CN 的 ) 子 集 : 了 一 {n € NN:es 为 一 语 名 县 
TFEes}. 

定理 8.2 BART ME, 则 上 上 述 的 函数 4 及 集合 了 不 可 能 同 
时 在 了 中 可 定义 。 

证 蚂 ”假若 4 和 Vy 都 在 T 中 可 定义 。 则 由 定义 2 知 ,存在 S 
中 公式 o(as,) (只 含 2 个 自由 变量 v6, v;， Ff Hee, ya 不 在 其 中 自 
由 出 现 ), 能 使 (i) 至 iti) 成 立 , 再 由 命题 8.1 知 , (让) 成 立 , 即 : 
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(a) 对 每 个 n€N, TE CV 00) (p60) <> % 7 B any). | 
MAEM IM, FES 中 公式 (vw,) (ASIP RHEE 
FH vo, vi 不 在 其 中 自由 出 现 ) 使 : 
(b) 对 每 个 ne N, 着 na EV, 则 TEE4(6,). 
(c) 对 每 个 n€EN, 车 n&V, 则 TE 了 gp(6,). 
令 m= p((Ve) (p(w) > y(n))), WY em 2 (Va) (Ce 
(v0) = Tg(v1)), 从 而 
(d) em(6m) 为 (Ve)(p(6,.0 ) = Co) (此 为 一 语 句 )。 
现在 证 明 : 
TE lp(64n)). (1) 
CB) 若 TE em(Sm). (2) 
. 由 (a), A TEV) (pO) <> wo 一 bam), HLA TE 
P(E nF acm) > (8 gem) = Fam) 从 而 ,有 
TE 9(8n8 em). (3) 
又 由 (2) ROD A TE P(E nb amy) > Ib (8am), BAG), A 
TE W(8am), 
(LIB THeml(Sm), WelCenl(Sm&V, dim) &V, Ba 
(c) A TE Wh(8am), 
HAC FR) CZ) Ba (1) 成 立 ,以 下 再 证 明 与 (1) 矛盾 的 : 
TE (8am). (4) 
由 (a) 有 TE (V2) (pC 8 mo) —> yo = Sacm)). (5) 
又 显 风 有 FCW) (0% = Sam > (b( 4.) (Bam) ), (6) 
由 (5), (6) 及 (1) HW, 有 TEF(Vv)(p(8m00) 一 ip(vo))， 从 
入 ,有 TE(V51) (pons) 一 yg(v,)), 由 此 及 (d) 可知, d(m) € 
,再 出 (b) 即 知 ,(4) 成 立 . 
由 (1), (4) 知 , 工 不 和 谐 , 与 题 设 矛盾 . GE) 
以 下 对 p 加 一 些 限制 , 设 其 适合 : 
(# ) ad(n) 一 o(c.(8.)) 是 递归 函数 .( 易 见 这 样 的 P 存在 ) 
推论 8.3 若 T 为 和 谐 理 论 ,并 且 在 其 中 能 定义 一 切 1 元 递归 
(全 ) 函 数 , 则 7 是 实质 不 可 判定 的 ， | 
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WAR 由 (# ) 知 ,4a(2) 是 递归 函数 , 故 由 本 题 设 知 , 2 在 了 中 
可 定义 ,再 由 定理 8.2 知 ,集合 V 在 T 中 不 可 定义 ， 

假若 放 是 递归 集 , 则 其 特征 了 削 数 C, 是 递归 泥 数 , 故 由 题 设 知 ， 
C。 在 工 中 可 定义 ， 现 在 由 此 证 明 ,Y 也 在 工 中 可 定义 ,从 而 ,与 上 
段 克 后。 

HOC, 在 工 中 可 定义 知 ,存在 p(vov) 能 使 : 对 任何 ”6 N: 若 
neEV MI Ci.(o) = 1, Mi, TR e(6.8)5 An&V MICH) ¥ 1, 
从 而 ,TE 1p(6.4,), 

视 p(v061) 为 Jp(vo)， 则 加 ,VV 适合 定义 1 中 关于 pg,P 的 条 
件 , 从 而 六 在 TT 中 可 定义 ,与 以 上 矛盾 . 

所 以 ,了 不 是 递归 集 ， 再 由 了 的 定义 即 知 , 工 不 可 判定 . 

设 TT 是 T 的 任 一 扩张 理论 ( 仍 为 SPH), WARS, 
在 六 中 仍 能 定义 一 切 工 元 递归 函数 , 故 仿 上 可 知 ,T, 不 可 判定 . 

所 以 ,了 是 实质 不 可 判定 的 . 《证 毕 ) 

以 下 设 多 = 14+,-,8,0}. 《十 ,，* 为 2 元 函数 符号 ;S$ 为 i 
TURRETS; 0 为 常量 符号 . ) | 

& Bo, 81, Bays +e ee8 各 代表 Lf 中 的 项 : 0,50,550, A . 

OAS 中 由 下 列 诺 公 理 生 成 的 理论 . 
A: (Wxry)(Sx = Sy—>x=y), 0::(Wy)(0 % Sy), 
0: (Wx) (x 0 Cay) (x = Sy)), Oy: (Wx )(x + 0 = x), 
Os: (Wey) Cx + Sy = S(x + y)), OQ:(Vx)(x: 0 = 0). 
0,: (Wxy)(x + Sy=(x-y) +2), 

SRAATWNAZBERNHBIC. 
9,: 对 每 一 组 自然 数 *,p, 有 一 条 公理 6 十 8p = Bare, 
9,: 对 每 一 组 自然 数 >;p ,有 一 条 公理 5。. 6p 一 5。.2， 
9:: 对 每 一 组 自然 数 n 关 训 ,有 一 条 公理 5。 关 8p, 
90,: 对 每 一 自然 数 ,有 一 条 公理 

(Wx )CCSy)Cy + x = 55) > (x V+? Vx = 8,)), 
0;; 对 每 一 自然 数 ”>, 有 一 条 公理 

(Yx)((3y)(7 + x = 6.) V (ay) (9 + 8, = x)), 


Zils 


定理 84 REROWTRIC. Ga: OFR, ) 

VERA ERO WE UL 证明 WER, 

1。 对 任何 上 且 然 数 n,P, 证 UES, + 69 = Sarr, 

ll. p= 0 有 时: (WE)6, 十 6, 一 8, +0 (HEM) 一 5。( 由 
0,)=6n+0. (这 一 记 法 的 含意 是 : 第 一 个 等 号 是 根据 8 的 定义 ;第 
二 个 等 号 是 根据 % 所 适合 的 9 中 公理 9; 第 三 个 等 号 显 然 ,无 需 解 
Re. 以 下 仿 此 . ) 

1.2. 设 P 一 《时 已 真 ， 当 Pp 一 《十 1 时 : (XUE)6, + AH 一 
Bn 十 S5k《 由 定义) 一 S(5 十 64)《 由 Os) 一 56。+x《 由 归纳 假设 ) 
aa DntR+l 《由 定义 ). 

2， 仿 1。 可 证 适合 8, 中 诸 公 理 ， 

3， 对 任何 自然 数 n, 了 ?之 nb 者 、 证 A 上 5, eo, Aix 
n 之 p。(n 之 pp 者 仿 此 .) 

3.1. 7 一 0 时 : (UR )5) = 0 (由 定义 ) 关 8S6z- (由 9) 一 5 
(由 定义 ). | 

3.2, Ree KANOCR, n= REIN: A+ =n) <P 
知 ,《 二 一 1, 故 由 归纳 假设 ,有 (3% )S, 关 Oru Wi, A CUE) 
人 + = 55, *= SOp_, (HERR 01) = Op, 

4. AEA EAR 2, 证 

i= (Va) (Ay) (y + x = Be) > Ce GV Vs = 07)). 

4.1. 2 一 0 时 ， 任 到 ce%， BUtGy(y+a=—d), (此 
处 ,采用 了 明显 的 习惯 记 法 ,以 下 仿 此 . ile BSC). a UE 
(37)(y + a = 6.) WE BE UES 十 oa 一 650; 假如 a Ae 56, 则 由 
0, Rl, HEHE 7 € Uta = Sy, Mii, (ME) = B+ Sy 一 S (B+ 
7) (由 65), 这 与 6 不 合 ; Hua 0, 所 以 a 适合 (……)。 由 上 
可 知 , 有 

UE CWx)CCSy) Cy + x = BH) <P we ae Bo), 
4.2. Hn =~ RHC BL Yn = 坏 十 1 时， 任 取 a€ 
#5 UE (ay) (y + o = 8441), 则 a 适合 ( pane ). 
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SPENT doe or ee i nae b 


ra WE Cay) Cy -a= Sri), 则 存在 BE 芷 使 多 +a Oat. 
再 分 二 情况 : 各 < 一 0, 则 < 这 合 人 nosey ). io = So, fH O; Hl, FF 


在 rer 使 =e SY ,从 而 ,56. = Op as = 8 十 0 一 8 十 Sy 一 S(B+ 
7Y) (由 65) BHO 知 8 十 7 一 5 再 由 归纳 假设 可 知 , 7 二 66V… 
VY 二 6, 从 而 ;由 0 二 57, 有 c= 二 61V-… Ve 一 544n, 所 以 ,0% 适 
Poesy 


由 上 可 知 有 

UE OV) CCA) Cy 十 zx 一 5 一 (一 5oVvV.Vx 一 5k+0)。 
5， 对 任何 目 然 数 ”证 
US Vx) Cay) Cy +xe=6,) VGEnors,= x)), 


5.1. n=O JER ee U Mats —at0—a( fh 6,),AT 
以 ,A 上 (3y)(y 十 5 一 ca)。 从 而 ;有 
ME CVx) CCay Cy + x = 6 V3)(y + 6 = x)). 
5.2. 设 2 一 有 时 已 真 , 当 wn 一 《十 1 时 。 任 取 a€. 
Aa O0,W oa ta = 4,14 6) Pra, UE Gy )(yt+e= 
Bk+1), 从 而 “适合 人 saves ). 


车 a 半 0, 则 由 6 知 , 存 在 YE ,使 a 一 57, 再 分 二 情况 .车 
FE BCU, SP tr=—d, 则 8 十 a 一 8 十 S7 一 5(8 十 7)( 由 
0;) = S64 = Siu, PRL, WH(av)(y 十 a 一 ua), 从 而 ,适合 
Cr), 若 不 存在 86e 4 使 86 十 7 了 一 5k， 则 由 归纳 假设 知 ， 存 


在 peu, 使 6 十 6 二 7， 从 而 ， 6 十 5 一 0 十 3 一 S00 十 
5,) (由 6;) = Sy =o PFUUE GY + kf = 2) Mine 适合 
(oe) 


2 2 


由 上 可 知 , 有 
We (Ax) (Cay) (y TT Brat) V (ay)Cy + ba 一 x)). 


6 GER, AUER, VMHULONE-RA, RA OR 
R, GE) 


引 理 8.5 ”每 一 个 1 元 递归 (全 ) 函数 都 能 由 N 上 下 列 二 函 
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RM: | 
Sx) mx+tl; E(x) =x — [A xP, 


(其 中 [V x ] 代 表 非 负 方 根 V x 的 整数 部 分 .) 用 下 列 三 法 则 生成 : 
F(x) = A(x) + B(x); F(x) = A(B(%)); 
F(x) = py{Aly) = +}, 
(其 中 4 ,8B 为 已 知 函 数 , Ff 为 新 定义 的 函数 ,在 第 三 法 则 中 , BK 
4 的 值 域 为 N; 又 Hy74.…………… } 指 适 合 4……: ) 的 最 小 的 ”。) 
证 明 略 去 。( 人 参见 文献 [28].) 
定理 8.6 ”每 一 个 1 元 递归 (全 ) 函 数 都 能 在 R 中 定义 。( 又 因 
FIRMS, RAH 8.3 可 知 , R 为 实质 不 可 判定 .) 
证 明 1. 证 5S,(x) 在 R 中 可 定义 。 
令 plo) 为 Sm 一 4, FRUER,. Win, PEN: . 
G S,(n) = phn + 1 pA (AE )SS, = Bau, 一 Oe, AT 
LAU (s,, 6z), 骨 由 {为 R 的 任 一 模型 即 知 ， 
RE (Ss, Se), (1) 
i S.(n) 2 PP, Wn + 1 PBA CUE) SE, 一 Bay, A 6z( 由 
9), 所 以 仿 上 有 
RE lo(6.,6»). (2) 
任 取 c, BE 车 有 Eg(6s0) 人 pl(6s8), 则 (ME )S5, = « A 
564 一 8B, 从 而 a 一 86。 所 以 易 见 ,有 
RE(Vvowr) (p(B6.v0) MN (81) > vo = 4), (3) 
由 (1) B (3) 即 知 ,5.《x) 在 RR 中 可 定义 ， 
2. 证 E(x) 在 R 中 可 定义 ， 
We 三 v 简 记 (3w)(w 十 ww 一 v)。 令 plow) 为 
(Axx Sa Avy xt eA = (x- x) +»), 


以 下 证 明 , 对 任何 w»€ N ,都 有 
RE(Vv)(v 一 BEcn) 一 p(6.v0)). (4) 
及 RFE(Vv) (pba) > vo 一 En)). (5) 


(这 两 者 合 起 来 , 相当 于 命题 8.1 中 的 (Y), 由 之 即 得 定义 2 中 的 
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(i) Gi), AO, 易 得 (ii)，) 
由 E(x) 的 定义 知 ,存在 mEN 使 
m+ E(n) =n < (m+ 1) = m+ Im + 1, (6) 
Mil, m <n & E(n) < 2m, 
Hom<n FFE PEON HP t+m=n, RA REO + 0 一 
on (由 2,) ,从 而 


RE6, < 8p, | (7) 
由 En) < 2m 仿 上 可 得 
RES) S Om + 8m, (8) 
FH (6) 仿 上 可 得 (用 9,, 8,) 
RFF5。 一 (6 8m) + 6g0n, (9) 


由 (7), (8), (9) & PRBRKAR, RE PCs, bem), AMA 
KL (4) 成 立 。 

现在 证 (5). 任 取 FRR 及 任 一 c6%. 

A UF ec), Il 


| UE p(S,0) > a = Fey, (10) 
i UR-ep(s.0), 由 了 的 形状 知 ,存在 PeU, 
UES Noi+PN6, = G- 8) +a, (11) 
AHe<6,R 234 
U=B= 5V--+ VB = 6,. (12) 


由 (11), (12) 及 2 ,9 有 
SF=(a 委 8 人 5 一 5 十 aoVV 


-(a<8,,A6, = 6,:+ a), (13) 
再 次 用 8,, 由 (13) 可 得 
UF= V (a = 8p N8n = 8ntap), (14) 


pean 

由 E(w) 定义 可 知 ,E(n) 是 能 使 x = om’ + P AP < 2m 的 唯一 的 

P。 所 以 在 (14) 中 , 当 p 疡 El(n) 时 nm 十 ?( 因 有 PP < 2m), 
从 而 (由 Q;) b, 75 Cm:+p, 所 以 ,(14) 中 只 有 1 个 析 取 项 成 立 : 

Wea — Spiny N Gn = Oe, (15) 
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(15) 是 在 前 提 Ep(6se) 下 得 出 的 , 故 有 
A (60) > @ = San). (16) 
H (10), (16) Ro 的 任意 性 ,有 
WHE (We) (p600) > vo = Say), 
FEA U 的 任意 性 , 即 得 (5) 
3. 设 函 数 A(x), B(x) 在 RR 中 可 定义 。 证 F(x) 一 4(%x) 十 
B(x) 及 Fie) = 4(B(x)) 在 尺 中 可 定义 . 
设 由 (xz ,dCvov1) 分 别 能 在 R 中 定义 AC), B(x), &@ 
(vov1) 为 
(ary) (vi = 2 + Ndi (vor) Ada (voy) (#, 9 适当 选取 ). 
& pa(v0v1) 为 
(Az)(b.(2) AdiCen)) (z 适当 选取 )， 
MATE gi, qi DRIER PHN Fix), F(x). 
4. 设 4(x) 在 R 中 可 定义 县 其 值 域 为 N, 证 F(x) 一 上 种， 
Aly) = ss ERMA EM, 
设 plvov1) ER 中 定义 4(x), 令 b(t) 为 
ple) A (WY) (pO'r) —> vy)(y 适当 选取 ). 


现在 证 明 , 对 任何 ze N 都 有 
RRF(Yo CC8so ) = = Brian). (17) 
及 Re (vo, = Sgn) > PC 5,01) ). (18) 


(这 两 者 合 起 来 ， 相 当 于 命题 8.1 中 的 (Y)， 由 之 即 得 定义 2 中 的 
(i) & Gi), BAO, BH Gi). ) 
由 下 (x) 定义 知 , 当 m < F(n) it A(m) & #4, 故 由 0， 有 


RIS acm 88 6。( 对 一 切 m < F(n))， (19) 
又 因 中 定义 AC) ,所 以 ,对 一 切 mene 
RE (V0) (pont) <> = 54cm). (20) 
又 由 2 易 见 ,有 
RE(V0,)(Cp(i8,) An Ss briny) 一 ((p(v6,) Ay 
= 5) V+ V (poids) Nv 一 5rm))). (21) 


当 m < F(n) 时 ,由 (19), C20) Al 
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See ee i ee Cc ei 


RE Wb 04) s 
Hae C21) 可 得 


RE=CVe,) (Cp (0.6, A ts S bn) > Vv = SR), (22) 
又 因 ACF (2)) = 2, Birk (20) 可 得 
| RE 9p(6rn6s). (233 


MB > 5E MAY Fe 
F=(Wv,)(b( 8,01) 一 (oo ) A Cplernon) > 0, SSF) ), 

由 此 及 (22), (23) BIAS (17). 

再 证 (18). 由 2; 可 得 REE(Vy)(Y < Orn) VG rn SY), HS: 
由 (22) 可 得 , RE (VY) (906,) > Sro SY), ER C3) KY 
定义 即 有 RED(6.8 em). Mim AML 8) 成 立 . (证 毕 ) 

定理 8.7 2 是 实质 不 可 判定 的 .( 由 此 即 知 ,$ 2 ASHE 
RLY.) 

TER ALO 和 谐 。 再 由 定理 8.4 及 定理 8.6 即 知 ,2 是 实质 
不 可 判定 的 .( 证 毕 ) 

关于 判定 问题 的 综述 性 文献 ， 可 参看 文献 [29] 及 130]。 前 
者 有 1965 年 以 前 成 果 一 览 表 及 文献 目录 。 后 者 系 继 文 献 [29] 而 
写 ,其 中 ,有 1965 一 1977 年 间 成 果 一 览 表 及 文献 目录 。 
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附录 L 模型 论 应 用 举例 (1) 
一 一 非 标 准 分 析 简 介 


在 数学 分 析 中 ,经 常 谈论 到 各 个 具体 的 实数 ,实数 集 R 上 的 名 
种 1 元 水 数 、 多 元 函数 , R 的 各 种 子 集 (看 作 R 上 的 1 元 关系 ) 以 及 
实数 间 的 各 种 多 元 关系 。 为 了 利用 模型 论 方法 帮助 讨论 数学 分 析 
问题 ,我们 引入 下 烈 语言 红 ,: 

一 (cick RJ UCE:F HR Em FHM, n 一 1,2,3,.…} 

U4P:P 为 R 上 ?元 关系 ,n 一 1,2,3.……}. 

(c,f, PP 以 下 也 简 记 作 c, f, P。 另 外, 对 于 惯用 的 函数 、 关 系 等 ， 
我 们 在 所 ,中 也 采用 习惯 的 符号 .) 

THK R ,以 及 它 的 各 个 元 素 ，R 上 的 各 种 函数 及 关系 , 按照 
自然 的 解释 ,构成 人 2, 的 一 个 模型 和 一 (R,e,…,f,.…,P,.…). 
以 下 把 称 为 实数 系 , 并 简 记 为 R( 这 样 不 致 引 起 混淆 ). 

令 Ti 为 实数 系 R 的 完全 理论 Th(R). 

GARRET, 此 外 ， 还 有 很 多 其 他 不 与 RR 同 构 的 模型 . 
(ALAR ate eH, atte RA, 或 用 上 升 的 LST 定理 得 到 ,) 
ROUTER RA 7, 的 标准 模型 , 称 其 他 模型 为 T, 的 非 标准 模型 

任意 取 定 7 的 一 个 非 标 准 模型 R*。 则 由 7, 的 完全 性 可 知 

R = R*, (1) 
以 R’ id R* 中 用 来 解释 S. 中 诸 个 体 常量 的 元 素 所 成 的 子 集 ， 则 
利用 (1) 易 证 R' 组 成 R* 的 子 模型 ,并 且 R' = R, Ast, 可 以 把 
R 等 同 于 R 而 看 作 

R&R*, (2) 
以 下 将 根据 C1), (2) 来 利用 R* 帮助 讨论 R 中 的 一 些 数学 分 析 问 
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命题 1 R* 对 于 十 ,. 及 万 构成 有 序 域 . 且 以 及 为 其 子 有 请 

证 明 由 (1), (2) BH. 

设 se R*, BEER eR, lal <r, MH e 为 有 限 的 ， 
阁 对 每 一 正 数 +€ R, 都 有 lal 二 +, 则 称 < 为 无 限 小 的 。 者 对 每 
HER re R, 都 有 + 二 141, 则 称 < 为 无 限 大 的 . 设 4a,bE R™*, ie 
采 a 一 2 为 无 限 小 的 , 则 称 a ,5 为 无 限 接近 的 , 记 作 4 ~ 5. 

命题 2 设 4 是 R* 中 的 有 限 元 素 , 则 a 无 限 接近 于 唯一 的 实 
BIER, Be A a KEM IA sta), 

证 明 1. SS=—{s:s€RHs<a}, He 有限 可 知 ，S 不 
空 , 并 且 在 R 中 有 上 界 , 从 而 , SERPARNEF i. 

任 取 一 正 实数 >， 由 上 为 3 的 上 界 知 , +r ES, MHASEM 
知 ,e 委 :十 ra 一 上 (上 魏 *。 另 外 ,由 上 为 8 的 最 小 上 夯 知 ， 上 一 
AE SILA, 所 以 , HES ES, He —r<s, 从而, 1 一 + 过 4a， 
1 一 4 过 +。 由 此 及 a 一 :二 +, 有 la-—etl <r, 再 由 正 实 数 7 的 
任意 性 即 知 ,a 一 上 一 0, 从 而 ost。 

2. Gary 8 a 入 1(4,4¢€R) WADA 4, 4-0, 
由 此 及 4 一 4 € R AAA. GE) 

命题 3 R 中 存在 无 限 小 元 及 无 限 大 元 . 

证 明 由 (2) 知 ,RAR 不 空 ， 任 取 seR”"R。 者 ae 为 无 限 
大 元 ， 则 易 见 g te R ”为 无 限 小 元 。 Be 为 有 限 元 到， 令 上 一 3 
(c): 则 一 上 为 无 限 小 元 , 且 由 “人 R 知 "一 ! 关 0, 由 此 易 知 ， 
(a 一 中 ER 为 无 限 大 元 (证 毕 ) 

设 ee R*， 称 R* 的 子 集 pn(a) = (b: bE R* Haw 5} Ha 
的 单子 ， 称 R* 的 子 集 G(4) = {2:5bE R* 且 6 一 52 有 限 } 为 的 
ER. . 

命题 4 (i) R* 中 一 切 有 限 元 素 组 成 R* 的 一 个 子 环 ， 它 就 
是 星系 G(0). 

(ii) 任 二 星系 G(a), G(5) 或 相同 或 不 交 ， 

ER AM. 
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-命题 5 (i) R* 中 一 切 无 限 小 元 素 组 成 R* 的 一 个 于 环 ， 它 
就 是 单子 p(0). 
Gi) 任 二 单子 w(a) w(S) 或 相同 或 不 交 . 
证 明 易 见 , 
命题 6 设 4,5b 是 R* 中 的 有 限 元 素 。 则 
(i) st(a + b) = st(a) + st(d), 
(iit) st(a — b) = st(a) — st(d), 
(iti) st(a > b) = st(a) + st(’), 
， a stla 
Civ) 当 s#(6) #0 时 ,5 (=) 一 i 
(v) Bom a, Bl stb) 一 Vie), 
(vi) Gad, st(e) <st(d), 
证 明 BY. MERE (vi) AWM: Sarstla)te,b—st 
(6) +5, We, 5 均 为 无 限 小 元 . Ha sh, F st(a) Sst(b)+ 
(6 一 8) ,由 此 可 知 , 对 任何 正 实数 +, BA st(a) << stl) tr, 
而 ,由 se(a), st(S) ER 可 知 ,si(a) <st(S), CHEK) 
命题 7 由 R 的 子 环 G(0) 到 R 内 的 映射 > st(a) 是 环 的 
ARS Re (0), FARRER EY. Mn: 
(i) 剩余 类 环 SO) sp RD. 
u(0) 
Gi). 2(0) 是 GOO) 的 极 大 理想 子 环 
证 明 BM. 
令 2Z 为 整数 集 。 它 是 RR 的 子 集 , 即 R 上 的 一 个 1 元 关系 ， 所 
以 ,在 语言 多, 中 有 相应 的 1 元 关系 符号 Z (以 下 仍 记 作 Z)。 这 
个 符号 在 模型 R* 中 的 解释 记 作 Z*。2Z* 是 R* 的 子 集 ,并 且 通 过 
(1), (2) 可 以 得 到 Z* 很 多 与 Z RUBE. 
命题 8 (i) Z* 是 R* 的 有 序 子 环 . 
Gi) Z*NR= 2., 
证 明 1. 由 Z 对 运算 十 封闭 可 知 
RE(Vx7)(Z (x) NZ(y) — 2(x + 7)), 
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AR = R* 知 ,PP 在 R* Pty. 
设 zte R* 适合 之 cc, 则 [x 一 c| <8, KH RE 可 得 ， 
iz) 一 了 (ec)| 二 8。 但 8 为 任意 正 实数 , 故 知 扩 (x1) ~ Ce). 
2. 设 在 R* 中 对 任何 xz = ¢ 都 有 广 (xs) > f*(c), 
任 取 正 实数 s。 令 5 为 R* 中 任 一 正 无 限 小 元 素 。 则 由 本 题 
设 可 知 ,对 任何 x€ R*, 当 |x 一 c| 二 6 时 ,有 1f*(x) —-POOI< 
E。 由 此 ,有 
R*=(36)(6 > 0A(CVz)(txz 一 ec| 
一 5 一 人 f(x) —f(e)| < s))， 
再 由 R = R* 可 知 ,此 语句 在 R 上 也 成 也 ， 
又 因 s 为 任意 正 实数 , 故 知 了 在 <“ 处 连续 . 《证 毕 ) 
命题 12 设 z，p6ER，reRr 适 合 a 委 zx< 魏 9。 号 为 R* 中 


任 一 正 整数 ,5 一 “二 则 存在 R* 中 自然 数 玉 适合 0<K <H 


能 使 < 十 KK5 Sx <a t+ (K+ 1)5， 

TER ” 易 见 相应 的 性 质 在 尺 中 成 立 , 即 : 

RE(Wxrhd)(Ca <x SSAN(A) ANOKA ARS = b— a) 

+ (AINA) AR < ha + RES Sa + (+198), 
故 由 R= R* 知 ,此 语句 在 R* 中 也 成 六。( 证 毕 ) 

定理 13 (中 间 值 定理 ) RREN1 元 函数 了 在 闭 区 间 [a， 
b] (a < 0) 上 连续 ,D 是 任 一 个 介 于 f(a), (4) 之 闻 的 实数 , 则 三 
在 实数 ce [a,5] 能 使 f(c) 一 也. 

证 明 1.D 一 f(a) R D=—f() 时 ,定理 显然 成 立 ， 

2. 4fla)< D< fe). GG) > D> fo) WHE.) 

考虑 2, 中 的 下 列 语句 p: 

(Wnd)((Z (4) AD <n\ni=b — a) — (3m) (Z(m) 


AQ<m<nAf(atm8) <D<flat(mt 1)6))). 
易 见 RE@. (A: 任 取 2, 6 R, 若 (…) 真 ， 则 ”为 正 整 数 ， t= 
2 一 在 a 十 6,4 十 286,…,4 十 n6 一 b 这 7 个 数 中 ,有 能 使 
n 
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f(a + id) > DH, Blina 十 26， 故 必 有 最 小 的 站 (1 <i, <n) 
能 使 4 十 26 合 此 条 件 . iFi,.=—m+1MmeZ,0<m< nF 
B f(a 十 m5) <D<f(at+ (m+ 16), 所 以 ,此 m 适 合 (…).) 
由 此 及 R= R*, 有 R*—o, 

在 Z* 中 任 取 一 正 无 限 大 元 m, HS 8 一 “一 *(>0), sil 


ns ;1 适合 (…), 从 而 ,由 R*FEE@ 知 ， 存在 mi € R* ,适合 (…). 所 以 ， 


2 2 


m€Z*,0<m<1,FHH8. 
{*(a + m,8,) < D < f*¥(a + (my, + 18), (1) 

由 O<m <n, RO >0,0 S m,6, << 2,6, = b —a, asat 
m8, 过 5b, 所 以 ,a 十 m6 为 有 限 元 素 , 其 标准 部 分 存在 。 令 si(a 十 
m,8,) = ¢, 

现在 证 明 ， 实 数 ce (a, SIHA fc) =D, 

对 < 委 * 十 mib < 和 中 各 项 取 标 准 部 分 ， 可 得 委 < 委 2， 
又 : 由 为 元 限 大 元 可 知 ，6, 为 无 限 小 元 ,所 以 c wa + mipis 
a+(m+1)% RASH [a,5] 上 连续 函数 , 故 由 题 11 知 ， 
f(c)=f*(e) > f(a 十 m0) = f(a + (Cm, + 1)6,) GER, «< 
at mé,<a+ (m+ 1)6,<46), 再 由 (1) WA, fle) = D, 但 
fle), DISARM, HY fle) = D. (证 毕 ) : 

定理 14 ( 极 值 定理 ) 设 R 上 的 1 元 函数 f 在 闭 区 间 La, 61 
(a<b) 上 连续 , 则 存在 实数 ce, ge [a,5b] 使 : 对 一 切实 数 xe 
[4 ,2] BA He) <f@) Sf), 

证 明 ”只 证 “的 存在 性 。 (4 者 仿 此 .) 


设 # 为 任 一 正 整 数 ， 把 [4, 5] ”等 分 , 令 5 一 “二 4 ik 


yA asatsé,at28,---,atniem 5。 在 相应 的 4#* 十 1 个 
PRE f(a), f(a +8), f(a 十 286),.…, flat nd) 中, 显然 有 最 


小 值 (可 能 不 只 出 现 1 次 ), 任 意 取 定 一 个 如 此 的 1a 十 m8) (m= 
<n, me€N). 
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这 样 ,可 以 得 到 一 个 由 正 整 数 集 到 自然 数 集 内 的 水 数 8; 
g(n) =m, 

把 g 任 依 一 法 扩张 为 尺 上 的 全 函数 , 仍 记 为 8g。 则 有 
RE(VWx)(Sy)((g@) = y)ACNG@) AO 
<x)~(N@AYSx))), 

( 右 端 记 为 po.) 又 由 以 上 讨论 可 知 ,有 

RE (Vn6m)((N(s) A0D<nf\.n6 = 6 —afgi(n) 
= m) > (a <atmsé <6)). 


( 右 端 记 为 pk.) 及 
RE-(Wndmk) (CN(n) A0ZnAn=b—a ee 


— mAN(k) ARK 0) > (fa + md) < f(a+ha))), 


( 右 端 记 为 Ga.) 
所 以 ,由 R= R* ,有 R*Eq,, Pis P2. 


在 R* 中 , 令 nm 为 一 无 限 大 正 整数 , 令 5, = 


“一 (6 为 无 限 
WN), = 8 (oa)。 则 za， 61, m 适合 (…)， mH R* 瞩 gi A, aS 
atmo<ab, 所 以 a 十 m6 有限， 其 标准 部 分 存在 。 令 silat 
ip = cCER) MAW ase <b, 

今 任 取 实 数 *e [a, 5]。 由 命题 12 可 知 ， 存 在 名 6 N*, RO 
m, feat ioe Sat (A+ 1), BUBA, «= si(a 十 
R51), 

FA EDULE, 1, 51, my A 适合 (…), 故 由 R*F@, Al, 

f*(a + mo.) S 大 (ea + RA), | C1) 

又 由 f 在 [a,5] 上 连续 及 ce [4,6], 有 ile) ~ f(a + mdi) 
(Her, BER a <a 十 my, <b), Mii fc) = sel f*a + 
m,8;)). (RRB, f(x) © f*(e + Ads), f(x) = st f* Ua + Ads), 
再 由 (1) BIA: Me) <f@). GE) 

BE Cao, 415 019，*…*2 是 一 个 实数 的 无 限 序列 , 简 记 为 《44s), 它 
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是 由 自然 数 集 N 到 尺 内 的 函数 。 以 下 在 利用 语言 Sih, 不 
妨 把 《a,》 任 依 一 法 扩张 为 R 上 的 全 团 数 , 记 为 a,( 对 每 个 n€N， 
a(n) 一 as)， 并 称 4 为 R 上 的 无 限 序 列 ， 这 样 并 不 影响 我 们 的 讨 
论 。 有 时 ,无 限 序列 由 a 或 某 a(i > 0) 开始 ,也 仿 此 处 理 。 
定理 15 设 4 是 R 上 一 个 无 限 序列 , 则 下 列 三 条 件 等 价 : 
Ci) a 收敛. (BI; 对 每 个 正 实 数 s, 存在 一 自然 数 M , 使 对 
一 切 目 然 数 m ,zz 之 M，, 都 有 le(m) —a(n)| <8.) 
Gi) 存在 LE R， 使 对 R* 中 一 切 无 限 大 自然 数 瑟 ， 都 有 
a*(H)* L, 
Git) WR* H—-WAIK ERR, K, MA: o*(H) 
a*(K), 
证 明 1. AG) iE CD. 
取 1 作为 6, 由 (i) 知 , 存 在 自然 数 M ,使 
RE(VWmn)(N(m)AN(n)Am>M An 
= M -> |a(m) —a(n)| <1), 
wA mA p, Nih R = R*,A R*Eq, 
在 R “中 任 取 一 无 限 大 自然 数 玉 ， 则 由 R*Ee WH, We 
一 有 限 自然 数 mw > M ,都 有 |a*(m) —a*(H,)| <1, (mH 
有 限 自然 数 知 ，a*(m) 一 a(m)€ R， 所 以 a (H) AR, > 
si(a*(H)) = L, 3 
任 取 实 数 e > 0, 由 () 知 ,存在 自然 数 Mi:, 使 
KF (Vmn)(N(m)AN(n) Mm MiNn 
= M,-—> |a(m) 一 a(n)| <8), 
从 而 ,此 语句 在 R* 中 也 成 立 。 由 此 可 知 , 对 于 R* 中 任 一 无 限 大 
自然 数 电 ,都 有 |a*( 昌 ) 一 <*()| < si。 再 由 8 的 任意 性 可 知 ， 
a*(H) + a*(H,) RAL, A e*(H) = L, 
2. 由 (ii) BA BTS (iii). 
3, Fa CK) 证 C4). 
假若 CG) 不 成 立 , 则 存在 正 实数 e, 能 使 
RE(VM )(N(M ) 一 (3mn)(N(m) MN(n) Am 
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2=MAn>M A \a(m) — a(n)| > 8)). 

记 此 语句 为 p1, 则 也 有 RE. 

在 R “中 和 任 取 一 无 限 大 目 然 数 M;, 则 由 R*F9: 知 ,存在 无 限 
大 自然 数 m;, mm 使 |a*(1m;) 一 az) 之 ez。 但 8; 为 正 实数 ,所 
以 ea*(m2) 入 a*(m), 1 ili) 矛盾 . GE) 

命题 16 设 s 是 R 上 一 个 无 限 序列 ， 世 为 一 实数 。 MRE 
RY 中 存在 无 限 大 自然 数 互 ,使 a*(H) 有 限 , 并 且 st(e*(H))=L, 
则 。 有 一 个 子 序列 收敛 于 工 。( 子 序列 的 含意 如 常 。) 

证 明 由 题 设 可 知 、 对 于 RR 中 每 一 正 整 数 n,， 都 有 日 汪 ?及 


la*(H) 一 L| <=, mW 


R*=(am)(N(m) Am 过 2 人 2 lalm)— LL| <1), 

记 此 式 为 p。 则 也 有 RFEFg,(n = 1, 2, 3,---). 

outs RFFEyp。 归 纳 地 定义 一 个 下 整数 序列 << 
8< 

由 Ree? 可 知 ,存在 自然 数 mim > 1A la(m) 一 工 | 一 1， 
取 此 种 入 之 最 小 者 , 记 作 8, 则 8& 过 1， 

WHE TEER A EBM gu 已 有 定义 且 gf Sk. 现在 定义 
gt OR tlk, 由 RFE 可知, 存在 自然 数 m, 使 m 之 4 且 
hp .|a(m) 一 Ll 二 1, 取 此 种 xr 之 最 小 者 , 记 作 grt3a 则 有 |a(gr+i)— 


一 工 | <5 Sh be SA > be Sk Mill Bass > At 


1, (归纳 定义 完成 .) 
由 以 上 可 知 ，|a(g) 一 L| <1, la(g) — LI < 二 la(g;) 


一 工 | < 二 ,…， 故 可 知 《a) 的 子 序列 人 an，sey se， …) 收 


RPL, GEE) 

定理 17 (Bolzanc-Weierstrass) R 上 每 一 个 有 界 的 无 限 序 列 
BAM RIT RW, 

证 明 由 题 设 可 知 ， 存 在 正 实数 8B， 使 对 每 一 自然 数 7 都 有 
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la(n)| << B, PFU, RE(Wn)(N(n) 一 Ja(n)| < 有 3)。 记 右 端 为 
p , 则 也 有 R*Eg. 

在 R* 中 任 取 一 无 限 大 自然 数 互 ， 则 由 R*E— 可 知 ，a*(H) 
有 限 . 令 st(a*(H)) 一 工 , 则 由 命题 16 知 , 存在 4 的 子 序列 收敛 
TL. GE), 


Da, 是 一 个 实数 项 无 限 级 数 ， 对 每 个 自然 数 a， 令 
an) = ay 十 .十 any Bl Corl) 是 实数 的 无 限 序列 ， 把 它 任 
依 一 法 扩张 为 R 上 的 全 函数 , 记 作 ou。 

命题 18 (i) 实数 项 级 数 an 收 俩 的 充分 必要 条 件 是 : 对 
R* 中 一 切 无 限 大 自然 数 日 ,K ,都 有 有 of (H) ~ of(K), 

Gi) 车 实数 项 级 数 可 a Ha, 则 对 R* 中 每 一 无 限 大 自然 


数 妃 ,都 有 a*(H) ~ 0, 

证 明 1， 由 级 数 收敛 的 定义 及 定理 15 即 知 ,(i) 成 立 ， 

2. 易 见 RE(Wn)(N(n) An > 1-> on) — a(n — 1) = 
a(n)), 记 有 端 为 Pp, 则 也 有 RRS, 

若 = a, WR, MWe (i) 可 知 ， 对 R* 中 任何 无 限 大 自然 数 
H RH ot (H) = of(H — 1), BA Ro BU EYL, a*(H) ~ 0, 
(证 毕 ) 


定理 19 iz Se Se 均 为 正 实数 项 级 数 ，* 为 一 正 实 


fap 


%. > bs 收 剑 ， 并 且 对 于 R* 中 一 切 无 限 大 自然 数 工 ， 都 有 


a*(L)<e- (1), >) zs 收敛 ， 
证 明 在 R* 中 任 取 无 限 大 自然 数 甩 ， K (KikH<K), 
由 >> bs, WAI dr Bi 18 可 知 ， 


n=0 
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of(H) ~ of (K), (1) 
又 由 > a, 为 正 项 级 数 及 m, cs 定义 易 见 有 
RF(ymn)((NCm) NN(n) 和 人 (mm 2) N\ (YD NO) Am 
</l< n—> all) Se + 6))) > (0 San) — om) 
< e(os(n) 一 on(m)))). 


记 此 语句 为 p， 则 也 有 R*Fp。 由 此 及 题 设 的 a*(L) 和 < 全 
(ZC)(〈 对 一 切 无 限 大 目 然 数 L) AM, O<oF (K) 一 0 (H) S 
clot CK) 一 02(H)), 再 由 01) 可 知 , o3(H) © oF (K). eH tr el 18 


知 ， > a, Weak, GEE) 
定理 20 若 实数 项 震级 数 Dl eet 当 x 一 x( 关 0) UA 
则 此 级 数 当 |x| < |u| 时 绝对 收 伍 ( 指 ， DD [os] WD. 


证 明 Re WRB ii lel<lul. 令 2 一 me 则 0<5< 


1 , 故 习 知 a b* We a. 
把 a,u*,a,0", 6° 各 记 为 1(n), e(n), h(n) ,并 把 1 eA 任意 
扩张 为 尺 上 的 全 函数 , 则 易 见 ,有 
RE(Vn)(N(n)— lg(n)\ = |f(n)| + h(n)). 
记 此 语句 为 p, 则 也 有 R*F=9. | 
在 R* PERAIRAB RR, R*EG 有 
le*(H) | = |f*CH)| - 4*(H). (1) 


又 由 D>) anu" WOR Ge i 18 Bf CH) = 0, 故 由 (1) 可 知 , |g* 
s=0 


(H)| <1-4*(H). 由 此 及 So Wa RE 19 BUS, >) 1anv*l 
x=9 n= 
Wear. 《证 毕 ) 
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附录 II 模型 论 应 用 举例 (2) 
一 一 CD 代数 的 零点 定理 


本 章 介 绍 模型 论 对 代数 应 用 的 一 个 例子 ， 内 容 是 关于 交错 环 
(一 种 非 结 合 环 ) 的 ， 主 要 是 用 模型 论 方法 证 明 关 于 一 类 交错 
环 一 一 CD 代数 (Cayley-Dickson 代数 ) 的 一 个 零点 定理 。 这 个 定 
FB fr Ac ULE SER BCR EBA, 
所 谓 交 错 环 ,就 是 在 普通 的 环 公理 中 把 乘法 结合 律 减弱 为 
(Vxy)((xx)y = xGy) A Cey)y 一 x(7y7)) 
所 定义 的 非 结 合 ( 指 : 未 必 结 合 的 ) 环 ,( 以 下 将 看 到 具体 的 例子 .) 
设 尺 是 一 个 非 结合 环 。 可 以 仿照 结合 环 的 情况 定义 尺 的 理想 
FR. 如果 尺 中 存在 元 素 c, 2，, 使 z2 H+, 并且，R 除 了 目 身 及 
{0} 之 外 没有 双 侧 理想 子 环 , 则 称 R 为 单纯 环 . 
以 下 将 介绍 一 类 单纯 交错 环 一 一 域 上 的 CD 代数 。 由 代数 可 
Al: R 为 不 适合 结合 律 的 单纯 交错 环 的 充分 必要 条 件 是 ，R 同 构 
于 一 个 域 上 的 CD 代数 . (这 一 定理 以 下 并 不 用 到 .) 所 以 , CD 代 
数 是 一 类 很 典型 的 交错 环 ， 
以 下 内 容 取材 于 文献 [31]. 
CD 代数 依 其 定义 方式 可 分 两 种 类 型 。 先 介绍 第 一 型 的 CD 
代数 Ci， 
设 F 为 任 一 域 . SO. = (Ca, ay ay 04): a € F} HF EW 
4 维 向 量 空间 、 任 取 F 中 一 个 非 零 元 6, 在 2 中 定义 乘法 如 下 : 
(assAd9403904) * (Bi,b2503504) = (a,b, + Brasbs ,42b? 
十 814;6,,4363 + a36,,41b, + ayb2), 
则 可 证 : 9: 为 上 的 结合 代数 ( 纯 量 乘法 如 常 ), 以 (1,1,0,0) 为 
双 侧 单位 元 。2 不 可 换 。 ABSAT. 9, 的 中 心 为 Fi 一 {(a， 
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a,0, 0): a€ F}, PF, 与 也 同 构 , 故 可 等 同 于 F. O, 是 单纯 的 . 

在 01 中 定义 1 元 运算 * 如 下 : 

(a1, 43, 43, 44)” = (a2, 41, —a3, — 4%), 
WS OLA EEA x ye O. Rae FRA: 
(xt y)* = x* + oC (ax)* = ax*, 
(x y)P x, (x*)* = x, 

(具有 这 些 性 质 的 运算 水 , 称 为 ‘ 的 一 个 对 合 .) 

SS Ci {Cx, Bay: x; € Oj. WC, AF EWS 维 向 量 空 间 ， 
(ER F 中 一 个 非 零 元 2, 在 C. 中 定义 乘法 如 下 : 

(x1, za) + Ces, t4) = Cees 十 Bax4xt , atx, + +3x3) 
则 可 证 : Ci 为 F 上 的 (8 维 ) 交错 代数 ( 纯 量 乘法 如 常 )。 Ci 不 适 
合 结合 律 。C, 不 可 换 。 C, 有 零 因子 。 Ci 的 中 心 可 等 同 于 F. Cc, 
是 单纯 的 。Ci 适合 (Vx)((Vy) (Cry) (xy) 一 0) 一 zx 一 0)。 

再 介绍 第 二 型 的 CD 代数 C， 

设 F 为 一 域 , Z， 一 FG) 为 F 的 任 一 可 分 2 次 扩 域 。 不 妨 设 
s 适合 FF 上 一 个 形 如 一 + 一 a。 一 0 的 不 可 约 方程 (ae 下， 
—4a~1),i Z2 = {his + haf, € F}. 

& (fs + f* =A —s) +h, Ge FF). Aul, *HZ, 的 
—PHE. 

令 O,= {(n, mm): 2 € Za}, AF EW 4 4 BS Al, 
任 取 F 中 一 个 非 零 元 bi, 在 0; 中 定义 乘法 如 下 : 

(x1, %2) * F112) = Ca 十 Biyax? ,xTY2 十 1x2). 

WHE: @: 为 上 的 结合 代数 ( 纯 量 乘法 如 常 ), 以 (1, 0) ARM 
单位 元 。Q; 不 可 换 。0; 的 中 心 为 Pa 一 {(x, 0): x€ FF}, FSF 
同 构 , 故 可 等 同 于 FF。，09; 是 单纯 的 . 

在 2， 元 运算 A: G,y)* =", —-y), WA 

(eB, MF HII RZ, = R (4 + i) eee CH 


Lai) 时 。 易 见 ,在 Za 中 有 (a + 如 )* = a — bi, TO TR 
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法 成 为 (改写 为 常见 形式 ): 
(41,42,43,4,) ° (4,,53,63,54) = (a,b, — aby 
+ ashy + aby, aby + ab, + asb, 一 4,463,983 
+ dab, + ap 一 4b,, 0,5, — qbs + a,b; + a,bs), 
此 时 , O2 BU 20 18 At BSP TCP . ) 
完全 仿照 由 89, 定义 Ci 的 方法 ， 可 以 由 9: 定义 Cri 可 以 证 
AR: ;为 下 上 的 (8 维 ) 交错 代数 . C; 不 适合 结合 律 。 C， 不 可 
换 。 C: 的 中 心 可 等 同 于 F。 C; 是 单纯 的 . C; 适合 (Vx)((VY) 
“ ((xy)(x7) 一 0) 一 z 一 0). 
C,5C, 统称 为 CD RR. 有 零 因 子 的 CD 代数 以 下 称 为 
SCD 代数 ， 
以 上 给 出 了 CD 代数 的 构 作 性 定义 , 并 提 及 了 它 的 代数 刻 划 ， 
为 了 便于 引用 模型 论 工 具 ， 下 面 给 出 CD 代数 的 一 组 一 阶 公理 ， 
令 语 言 双 一 { 十 ,0,}. 令 po 9 为 世 中 如 下 语句 : 
qi: 环 公 理 ( 不 包括 乘法 结合 律 ). (可 用 V3 语句 写 出 .) 
pa: (Wry) (uvw) ((xx)y = x(xy) A (xy)Y = x yy) A (uv) 
w x u(vw )). 
a3: (Vryz)(3u) (xu 2 ux \ (Cry) z=x(yz) AN(yx)z=7y(x2) 
\ (yz)x = y(ex))), 
Ps: (Wey) (Suv) GF) A py) > bu) A oe) A Ce = OV 
(xu=yAvx=y))), (Kh, b(2) 4 (Vw) (ew=wz), YW Fiat.) 
Ps: (Wares) Care Cb) Ae Ab) AO OV 
"Vy 2S OAM + yr = 0), 
pe: (We) (By) x = OV (xy) (zy) < 0). 
97: (Sxy)(~e %*OAY = O0Axry = 0). 
令 9 为 9 入 … 人 99 为 mi 入 人 和 人 96， 
定理 1 GRAYS 的 模型 , 则 : 
(i) Ree 当 且 只 当 R 为 其 中 心 上 的 CD 代数 ， 
(Gi) REp 当 且 只 当 R 为 其 中 心 上 的 SCD 代数 ， | 
WH 1. GRAME LY CD RR, AM, REF 1,92, 


ae 231° 


Pp;,ps。s 也 可 直接 验证 。 故 有 RFFm 。 

RAMP EW SCD 代数 , 易 见 REo. 

2， 设 REQ’. 

2.1. 由 RE, pz 知 , R 为 不 合 结合 律 的 交错 环 , 

2.2. 由 RE 上 Eg; 知 , R 的 每 一 中 心 元 * 与 中 任何 元 yz Mis 

合 : 
(xy)z = x(yz),(yx)z = yx2), (ys)x = y(zx). (1) 

H (1) 可 知 , RR 的 中 心 元 组 成 一 个 子 环 CHA C 是 (可 换 的 ) 结 合 

环 ， 再 由 RE gq, WA, C 为 一 域 . | 

由 (1) 又 可 知 ,，R 是 C 上 的 代数 。 再 由 REGAL, REC 
上 的 维 数 不 超过 8. 

2.3. 由 文献 [32] 知 : 在 域 上 的 有 限 维 交错 代数 4 中 ， 其 
Jacobson 根 JI HAMS ORM). GE: FE-EEM 2, 使 
J 中 任何 ”个 元 按 任 何 结合 方式 的 积 都 是 0.) 又 知 : 在 4 的 任 一 
非 10} 的 寡 零 理想 中 ,都 含有 非 零 元 *, 使 对 任何 6 ASA (xy) 
- (xy) = 0. | 

故 由 RE AR: RAY Jacobson HH {0}. BIR AYR SH 
BY. | 

2.4. REC ERMA Al RR 的 理想 子 环 适合 降 链 条 
件 , 〈 因 尺 的 理想 子 环 为 域 C LAF.) 

由 文献 [331 知 : ”每 一 个 适合 右 理 想 降 链条 件 的 半 单 纯 交 错 
环 , 都 是 有 限 个 单纯 结合 环 及 CD 代数 的 直 和 ， 

故 由 以 上 知 , 尺 可 以 如 此 表示 ; 

R= R,®---@R,, (2) 
由 R 不 适合 结合 律 知 , 这 些 直 和 项 不 能 都 是 结合 环 ， 故 不 妨 设 R， 
为 CD FUR, 

由 尺 适合 降 链 条 件 及 (2) 易 知 ,每 个 Ri 的 理想 子 环 也 都 适合 
降 链 条 件 。 故 由 CD 代数 的 性 质 及 单纯 Artin 结合 环 的 性 质 ( 参 
看 文献 [34] p. 171) 可 知 ,每 个 R; 的 中 心 C; + {0}, BAC) 易 
知 , 每 C;SGSC, 从 而 由 (2) MAI,CiO--- OC, SC, RRO], 易 
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MC®@--- Oc, 有 零 因 子 ， 从 而 ，C 不 是 域 , 与 以 上 了 矛盾。 故 必 
k=1. 

所 以 ,R = R, 为 (C 上 的 ) CD 代数 ， 

3. 若 RFp， 由 2. BRE, M, 为 其 中 心 C 上 的 SCD 代 
数 . 《证 毕 ) 

由 文献 [32] 知 , 一 个 域 上 的 SCD 代数 除 同 构 者 外 为 唯 --， 
以 下 记 作 SCD(F)。 

引 理 2 ”庄子 SCD 与 超 罕 构 作 可 换 。， 凤 : 车 了 为 一 下 标 集 ， 
D 为 T 上 的 超 滤 子 ， 则 对 每 一 域 F 都 有 SCD(IpF) = Ny(SCD 
(F)). 

WHA SS = IIp(SCD(F)), 则 由 推论 4.4 知 ,S = SCD(F). 
但 由 上 定理 知 ,SCD(F)Fe PU. See. Min, SARC ER 
SCD 代数 , 即 S = SCD(C), LL FiEAR C 兰 IIpR ,由 此 即 知 , 引 理 
成 立 . 

FER $ 中 一 元 ， 不 妨 记 为 ( 设 了 已 良 序 ) (rp … )p。 令 
o = {i:5,€ SCD(F) 的 中 心 f}, 并 令 om 一 Ta。 

若 o€ DLA (515525 ee ey eC, 

若 og D, 则 oi€ D，。 对 每 个 i€ oo, 5, ¢ F, RHF SCD(F) 中 
的 元 ci Has; 关 sai; 对 于 ;ou 者， 可 在 SCD(F) 中 任 取 一 元 


作为 ww。 此 时 易 见 (ci a, -++ee do? Gay Say trees )p 天 Gy, 
VU satus Pe ere tC, 
由 以 上 可 知 
C= {(s15 )p:o = {i:s; € F} € D} (1) 
任 取 C 中 的 元 Cry 52, oreo )p， 则 co 一 上 :66 有 ED。 现 
在 对 诸 s; 作 如 下 的 改变 : Mi€okt, S553 Bifoh, > 
= 0, 则 由 ce SRM, (sty 9， )p 一 (9 )p. 这 


HMB RNA: 每 一 $4€ F(i€ 1)。 由 此 及 (1) 即 易 见 ,下 
列 映射 

C 3 (r,s, ne )p — (515535 ethos Yn € TipF 
是 由 C 到 IIoF 上 的 同 构 映 射 。 所 以 ,C = IIoF .从 而 , (S=)SCD 
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"《C) = SCD(UIpF). 《证 毕 ) 

”定理 3 设 T 为 乡 =—(4+, +, 0} 中 一 个 关于 域 的 理论 ( 指 : 
7 的 模型 都 是 域 )， 则 : 工 是 完全 理论 当 且 只 当 {PUT 是 完全 
Bit. (7, ¢ AL. 7* 是 把 工 中 每 一 语句 中 的 量词 都 对 中 相对 
化 后 所 得 的 理论 .) 

证 明 1. 设 {qg}UT* 完 全 。 ERT MRM F,, F,， 则 Fi， 
F, 都 是 域 . 故 可 作 R, = SCD(F,) 及 R,=SCD(F:). Ri 适合 
p， 其 中 心 为 FF, RET R&T? 的 含意 可 知 , RET. 从 而， 
RE {p}UTY, AB, RE{p} UT’. MH {9}UT* 的 完全 性 知 ， 
Ri 二 RJ,。 由 此 易 证 F, = F,。( 因 ; tS 中 任何 语句 4, 若 AE 
1, 则 Ri 从 而 Rea’, Mitt FoR.) 所 以 工 完全 . 

2, RZ TSS. ER lp} UT’ 的 模型 RR. BRE 
{p}UT* Ri 的 中 心 F, 是 域 ,并 且 RET, 同 理 , R; 的 中 心 F， 
是 域 ， HERE. ATOR SEM, F.= Fi. BH Keisler- 
Shelah MERA, FEF RR IRI bw D, 能 使 Mo 
F,=VIpF,, 从 而 有 SCDUIpF,) = SCD(IIbF,), 再 由 引 理 2, 
A Wp(SCD(F,)) = TIp(SCD(F;)), 由 此 知 ,SCD(F,) 二 SCD(F,).， 
但 由 RiF{p} A, R = SCD(F,), Al, R= SCD(F;), 

所 以 R, = Ra BMA {p}UT* 完全. (证 毕 ) 

以 下 用 ACF, Ra (SH 中 ) 特 征 数 ”的 代数 闭 域 理 论 (” 为 
0 或 素数 )。 由 第 三 章 例 7 知 ,4CF。 是 完全 的 . 

定理 4 特征 数 ”的 代数 闭 域 上 的 SCD 代数 理论 {pg}U 
(ACF,)* 是 -范畴 的 ， 

证 明 设 R,S BE LPS UCACK,)* HERA o. HRB. R 
的 中 心 Cr 是 特征 数 ”的 代数 闭 域 , 并 且 基 数 为 m (由 [Rl 一 or 
及 R 在 .Cr 上 维 数 有 限 可 知 )。 同 理 ，S 的 中 心 Cs 也 如 此 。 所 以 
CR 衬 Cs。 从 而 有 R = SCD(Cg) & SCD(Cs) = S, (证 毕 ) 

以 下 将 证 明 {pg}U (4CF,)* 是 模型 完全 的 。 其 途径 是 : 先 
给 此 理论 找 出 一 组 等 价 的 Y3- 公 理 ( 即 了 -公理 ), 然 后 ,再 引用 定 
理 4 及 定理 7.3 及 3.10 即 可 , 
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设 R 为 域 F 上 的 SCD ARE, 2,6,¢,¢d,@,6,¢,0 ARE 
8 AE SN, BA FMF RAI, WR 125065450 40 se 54} 
为 RR 的 一 个 SCD’-#8, 


d 
a a b 0 0 ‘ 
b 0 0 a b 0 0 —a —b 
c ¢ d 0 0 一 上 —d’ 0 9) 
d 0 0 c d a b’ 0 0 
a’ a’ 0 ¢ 0 0 b a 
La b’ 0 a’ 0 —b 0 —d 0 
oi 0 a’ 0 ¢ 0 一 G 0 .一 上 
ad’ 0 b° 0 d' a 0 c | 0 


例如 ,在 C1 中 如 下 取 a, db, ss, ei ay BART: a= 
(( 1000) ,(0000)) ,2=((0001),(0000)) ,¢=((0087'0), (0000)), 
d = ((0100), (0000)), a’ = ((0000); (1000)), & = ((0000), 
(00087")),c’ = ((0000),(0010)),2’ = ((0000),(087°00)). 

引 理 5 Gla, b,c, d, a’, b,c, da’ } WYR—=SCD(F)N 
一 个 SCD'- 组 , 则 这 8 个 元 在 R 的 中 心 上 线 性 无 关 . 

证 明 1， 首先 ,由 a,6,…,c ,4d 互 异 及 表 T 易 知 , 这 8 个 
元 均 不 为 0。 例如 ,假若 4 一 0, 则 < 一 ce 一 0 一 ?矛盾 .所 以 
a 天 0。 其 他 仿 此 ， 

2. 设 fiat fab tes + fre’ + fad = 0(fi, fas *.*…*, fre fst 
F), WA: 《注意 诸 中 心 元 能 与 其 他 元 交换 、 结 合 .) 

2.1. 0 一 .0 一 za(jh + +++ + fed’) = = f(aa) 二 … 十 
fad)= fiat+f2 + fe + fad’, 从 而 ,有 O=c-O0— cle + fib 
+ fe + fad’) = fila) + + fled’) = fic + fad, 从 而 ;有 
Oma .0 一 ea 人 (jc 二 jd) 一 he cl) 十 je) 一 jc 假若 大 0， 
WHO ff - OK fhe) ml c=e7,51. 巴 慎 .所 以 有 =0. 

2.2. 仿 上 可 证 太一 0,…, 一 0. CHER) 

引 理 6 Bile,b,c,d,a,b ie, ay 为 R 一 SCD(F) 芍 一 
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个 SCD 一 组, RM. 2K * 为 中 心 元 的 充分 必要 条 件 是 ，z 与 
abcvdavyc yd 都 可 换 . 

WHA 因 R 在 上 上 为 8 维 , 故 由 引 理 5 知 , R 中 每 个 元 都 能 表 
AA fates + fed 形状 ( 诸 庆 ERE)。 由 此 即 易 见 ， 引 理 成 立 。 
(证 毕 ) 

以 下 给 出 SCD 代数 的 一 组 Va- 公理 . 

令 eV muy) HLS 中 一 个 表达 下 列 含意 的 无 量词 
公式 : “(o 450 ,44 互 异 且 适 合 表 T) 人 (yu 一 wy 八 … 作 
yu 一 wy)”, 

令 Ps, py， ps1， 95， 9 为 经 HM PHBA. 

Par (Bayes myer +44) (day 0 ey i HHA R 
7). 

Pps: (Vry (Say: tu 4) (Co(Czt saa 4 一 7 一) 。 

gs: (Vxxa) (Bsa: + ui) (oC ris: + 244) A pleat: ue 1 
ti 9s) A eC yas 4) AC = OV Gan = aA Yon = x2))). CH 
见 , gps 与 p FE SCD 代数 中 等 价 .) 

Ps: (Ways xs) CaM ost 4) (PC mA Ae Os 
ur) AC FOV 9 Vy BOAT Hoe 十 yorxy = 0). CF 
WL, ps 与 p 在 SCD 代数 中 等 价 .) 

8: 9 和信 9 人 9: 和 人 人 9 入 pe 人 Am 人 pe 人 9。《〈 可 化 为 Y3- 语 
J.) 

定理 7 BRAS HRA, WW: REOSARYRAREY 
上 的 SCD 代数 。 

证 明 Bw, 

令 T, 为 4 中 的 如 下 V3- 理论 (# 为 0 或 素数 )。 


《Y7 Wn) (Bru Cp Yt 1) A oe Np lyn ) > 

| Ts e( xu: 7 hy) Ax™+ yx" +: “+I, =0)(m=1 52595" a 3 
K,: 利用 p 表达 “中 心 的 特征 数 为 n” 的 一 个 或 一 组 V3- 语 
a. 
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定理 8 车 R 为 经 HRB, W: RET, 4BRYRAKE 
数 7 的 某 一 代数 闭 域 上 的 SCD 代数 . 

证 明 BM. 

定理 9 特征 数 ”的 代数 闭 域 上 的 SCD 代数 理论 {gp}U 
CACF,)* (或 了 T。) 是 模型 完全 的 ， 

证 明 ”由 7, 为 V3- 理论 及 定理 7.3 知 ， 此 理论 对 模型 链 的 
并 保持 。 再 由 定理 4 及 定理 3.10 即 知 , 此 理论 是 模型 完全 的 . 

定理 10 (CD 代数 的 零点 定理 ) 设 R 为 域 F 上 的 一 个 CD 
代数 。 P 是 一 组 (有 限 个 ) 系 数 在 R 中 的 ( 非 结合 的 ) 多 项 式 方程 及 
不 等 式 , 其 中 变数 为 x1，-…, xa, 出 现 的 R 中 系数 为 Aa, ey ne 
则 : PP 在 一 个 包括 R 的 CD 代数 中 有 解 的 充分 必要 条 件 是 ，P 在 
F 的 代数 闭 包 站 上 的 SCD 代数 中 有 解 ， 

为 证 明 此 定理 ， 先 介绍 域 忆 上 两 个 代数 的 张 量 积 的 定义 及 一 
些 性 质 . 

设 B,C 是 域 上 的 两 个 有 限 维 (未 必 结 合 的 ) 代 数 。51,……， 
bs 是 B 的 一 组 F- 基 、。cl,*…… ,co 是 C 的 一 组 F- 基 。 其 乘法 表 和 名 
为 : 

一 >) Bibi, 7,2 = 1, +++, 03 BREF). 


CACA ™ >) Vaca lh, R, m= 1,-**,7318 Tae € F), 
m 


(注意 , 85,77 PH. m ELA, KER RAR xy 个 新 
符号 diy dia, tee, diy, “**, Gury da Fave 把 它们 看 作 FE 
uy 维 向 量 空间 4 的 一 组 基 , 并 定义 乘法 为 : 


dindik = > PriY Beams ,1, a= l, : 434 ,人 sm me Lye v7). 
则 4 成 为 F 上 的 wv 维 代数 , 称 为 B,C 的 (外 ) 张 最 积 . 它 具 有 以 
下 诸 性 质 . GER) 


(对 于 无 限 维 代数 , 也 可 仿 上 定义 其 张 量 积 , 以 下 诸 性 质 仍 成 
iL.) 


(i) 当 B,C 中 有 一 个 是 交错 代数 , 另 一 个 是 交换 的 结合 代数 
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时 , 4 是 交错 代数 ， | 

Gi) 当 B,C 中 有 一 个 有 单位 元 1 时， 另 一 个 可 等 同 于 4 的 
一 个 子 代数 。 

Gi) 4 COMIN, 4 也 可 看 作 是 C 上 的 代数 , 并 且 , 4 在 C 上 
的 维 数 等 于 B 在 F 上 的 维 数 ， 

(iv) 车 B 的 中 心 为 F, 而 C 为 F 的 扩 域 ， 则 4 的 中 心 为 C. 

(关于 结合 代数 的 张 量 积 , 可 参看 文献 [351 第 一 章 SS.) 

零点 定理 的 证 明 ”1. 证 条 件 的 必要 性 . 

设 域 G 上 的 CD 代数 SDR, HAPES PAR. 

令 台 为 G 的 代数 闭 包 ， 作 5 与 6 的 张 量 积 , 记 为 S$， 则 5 
HHS 上 的 代数 , 维 数 为 8, 并 且 ,5’ 是 不 合 结合 律 的 交错 代 
数 。 故 由 文献 133] 知 , 5' 为 一 CD 代数 。 再 由 C 为 代数 闭 域 可 
知 ,S' 为 SCD 代数 。 并 且 易 见 SSS | 

&R 为 的 代数 闭 包 EE 上 的 SCD 代数 ，( 仿 上 可 知 ，R' 也 
可 看 作 尺 与 多 的 张 量 积 ,从 而 ,有 RER',) 

由 RRS 可 知 (S 的 中 心 6) NRECR 的 中 心 F)， 令 R= 
GAR, WH GC 为 域 及 R 为 ( 非 结合 ) 环 可 知 , R, 为 结合 的 整 环 ， 故 
其 商 域 存在 且 唯 一 , 记 为 0 由 RSG, F 可 知 ,OSG,F。 由 此 
可 知 , G 与 特征 数 相同 , 记 为 *。 所 以 , C 与 站 都 是 特征 数 ”的 
代数 闭 域 。 | | 

由 ACF, 的 完全 性 知 ,fF 三 G。 再 由 定理 13.6 及 推论 4.6 知 ， 
ATE Sf HO te PH, 8 GSH ( 声 表 示 初 等 嵌入 ), PUA 
也 是 特征 数 ”的 代数 闭 域 , 且 含有 子 域 F,Gi 使 Fi & FG, & G, 

令 7 为 互 上 的 SCD RK, 

由 于 每 一 域 上 SCD 代数 的 唯一 性 ,不 妨 设 R’, S’, 7' 都 是 Ci 
型 的 ,并 且 乘 法 公式 中 pb = 8; 一 1。 由 此 可 知 | 

R’ 3 (Ca: : “a,) ,Cb,: : -b,)) ee ((f(a) 人 *f(a,)), 
(f(1)+ + -f(b,))) ET | 
(其 中 ，f HH PRP, 上 的 一 个 同 构 对 应 ) 是 由 R' 到 7' AWA 
构 有 映射 ,再 由 定理 9 BA, XT", 
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同 理 可 知 , 存在 由 8' 到 7' 内 的 同 构 映射 。 由 此 及 Sos’ 可 
知 ,P 在 7' 中 有 解 . 

把 P 有 解 " 表 达 为 (3xz… rade xd kad, SOO 
Yn) A (Arr xs)2(z cae Yn). WPA HY HAR, BABE 
RAT’ eA kal. Ch BEST’ 中 一 个 与 尺 同 构 的 子 环 
等 同 于 尺 .) 再 由 民 ' 肥 六 即 知 ,R'FFo[ 避 Ko] ,所 以 PER 中 
有 解 。 

2. 条 件 的 充分 性 易 见 . (注意 , 仿 1. 知 RGER'.)( 证 毕 ) 
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